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Resumo
A presente dissertação versa o tema da Otimização do Carregamento de Cilindros em Conten-
tores.
O tema enquadra-se na área dos Problemas de Corte e Empacotamento, estudados em Investi-
gação Operacional, e que são problemas complexos, de natureza combinatória e geométrica, com
aplicações muito diversificadas em empresas industriais e de serviços.
Mais particularmente, o trabalho recai no carregamento de rolos de papel em contentores de
tamanho fixo, com vista a otimizar a utilização do espaço e o peso acomodado. Inicialmente
são efetuados cálculos e demonstrações de modo a determinar o diâmetro mais vantajoso para o
carregamento de cilindros com diâmetro igual, partindo de dimensões especificadas do contentor,
de um peso de carga máximo, e com restrições nos diâmetros.
De seguida são adaptados os algoritmos propostos por Huang et al. [1] de modo a possibilitar
e garantir um carregamento tridimensional de cilindros mas agora com diâmetros e alturas dis-
tintos. Finalmente apresentam-se resultados computacionais, consequência da implementação de
diferentes algoritmos.
A aplicação deste trabalho poderá contribuir para melhorar e agilizar o planeamento da carga
cilíndrica a transportar, com a consequente redução de diversos custos.
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Abstract
The main subject of the following dissertation is the optimization of cylinder’s loading into
industrial storage containers for transportation. The topic fits into an area of expertise and pro-
blems involving Cutting and Packing, studied in Operational Research, which are complex and of
geometrical and combinatorial nature. Its diverse applications are used by industrial companies as
well as service provider ones.
More precisely the work in question involves loading paper rolls into storage containers whose
size is fixed, with the goal of optimizing the use of available space and accommodated weight.
On a first stage the needed calculations are completed in order to determine the most ideal dia-
meter for the loading of equal sized cylinders. This process takes into consideration the containers’
dimensions, the maximum weight that can be loaded and diameters’ restrictions.
Secondly, the algorithms proposed by Huang et al. [1] are adapted to the problem to insure a
tri-dimensional loading of cylinders whose diameters and heights vary.
Finally, after computing all data necessary and implementing different algorithms, the results
are displayed.
The applications of this problem solving process can contribute to the improvement of the
planning of cylinder loading for transportation and consequently its cost reduction.
v
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Capítulo 1
Introdução
O transporte traduz-se na deslocação de pessoas ou objetos entre dois locais, podendo diferenciar-
se em infraestruturas (diversas redes de transporte: rodoviária, ferroviária, aérea, fluvial, etc.) e
em veículo (automóvel, comboio, camião, avião, navio, etc.).
Num mundo comercial cada vez mais globalizado e competitivo, torna-se necessário o aper-
feiçoamento de todos os aspetos do negócio, de forma a minimizar os custos e otimizar os recursos
utilizados.
Com a globalização industrial, as fronteiras geográficas já não apresentam uma limitação ao
crescimento e propagação de cada empresa, sendo já uma realidade a exportação de serviços ou
produtos para consumidores internacionais.
O transporte intercontinental torna-se bastante dispendioso, sendo o transporte rodoviário e
ferroviário o mais comum sempre que possível. Porém, nem sempre será exequível o envio de
mercadoria por via terrestre, consequentemente é comum esse transporte ser efetuado por via ma-
rítima ou aérea. O transporte por via aérea, normalmente mais dispendioso, é comummente utili-
zado para mercadoria urgente, já o transporte por via marítima será mais comum para transporte
de material mais pesado e em maiores quantidades.
A otimização do transporte consiste em conseguir transportar o maior volume de carga pos-
sível ocupando o mínimo volume do recipiente do transporte. De entre todas as maneiras de
encontrar economia de custos empresariais, uma das mais fulcrais e pertinentes consiste na dimi-
nuição dos custos de transporte. Como tudo, o transporte atempado e económico é essencial para
aumentar o fator competitivo de cada empresa, e daí advém a importância do estudo e otimização
dos problemas de "Corte e Empacotamento"(Cutting and Packing).
Genericamente, problemas de corte e empacotamento são aplicáveis a questões que requerem
que itens sejam empacotados noutros objetos de tamanho maior, ou de objetos que sejam cortados
de forma a produzir itens do mesmo tipo e de tamanhos diferentes.
Este tipo de problemas têm sido constantemente objeto de estudo, não só pela sua importância
empresarial, mas também pela sua ampla aplicação e difícil resolução.
1
2 Introdução
1.1 Objetivo
Na presente dissertação, o objeto de estudo é um caso especial de problemas de empacota-
mento / carregamento de rolos cilíndricos; em particular será desenvolvida uma aplicação compu-
tacional para otimizar o carregamento dos mesmos em contentores (cujo tamanho é standard).
Numa primeira fase, pretende-se determinar o diâmetro ótimo de um cilindro, dado um volume
específico médio e um peso de carga máximo, para o carregamento de um conjunto de cilindros
de igual diâmetro num contentor.
Numa segunda fase pretende-se a construção de um algoritmo de modo a possibilitar um bom
carregamento de um conjunto de cilindros de diâmetro e alturas diferentes com possível empilha-
mento de cilindros, em n contentores.
1.2 Motivação
O fator competitivo e os pormenores de melhoramento presentes nos processos das empresas,
hoje em dia, resultam numa necessidade de estudo mais aprofundado de todos os aspetos sistemá-
ticos do funcionamento empresarial de cada agrupamento. Os problemas de corte e carregamento
são um exemplo da necessidade de estudo minucioso no âmbito académico, para posteriormente
serem aplicados ao âmbito empresarial. O facto de este problema estar relacionado com um caso
de uma empresa real, e não ser absolutamente teórico, aumenta o interesse no estudo e resolução
do mesmo, uma vez que permite uma aplicação real do estudo produzido.
1.3 Estrutura da Dissertação
Para além da introdução, esta dissertação contém mais 5 capítulos. No capítulo 2 é descrito o
estado da arte do problema de corte e empacotamento. Este capítulo está subdividido em Corte,
Empacotamento, Empacotamento/Carregamento de cilindros, Métodos de resolução. No capí-
tulo 3 é descrito o caso do problema seguido de uma explicação dos métodos de solução elabo-
rados na presente dissertação. Este capítulo está subdividido em Descrição do caso de estudo e
Métodos de solução. No capítulo 4 é elaborada uma solução para analisar o diâmetro ótimo para
o carregamento de rolos cilíndricos de diâmetro igual sem variação de altura. Está subdividido em
Introdução, Diferentes tipos de posicionamento dos círculos no retângulo, Modelização do caso
de estudo e Resultados obtidos. No capítulo 5 é elaborada uma solução para posicionar cilindros
de diâmetros diferentes em vários contentores, com empilhamento. Este capítulo está dividido em
B1.0 e B1.5, Proposta de resolução e Resultados obtidos. No capítulo 6 é verificada a satisfação
dos objetivos propostos, são retiradas conclusões do trabalho desenvolvido na presente dissertação
e é proposto trabalho futuro sobre o tema.
Capítulo 2
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No decorrer deste capítulo são apresentadas algumas definições importantes para a compreen-
são da abrangência do tema da presente dissertação. Serão, também, dados alguns exemplos dos
estudos efetuados sobre os vários assuntos abordados.
Problemas de corte e empacotamento é o nome geral dado a um tipo de problemas de otimi-
zação combinatória, que se baseia na combinação de itens (unidades menores) dentro de objetos
(unidades maiores). Este tipo de problemas, abordados em investigação operacional, podem fa-
cilmente ser formulados e compreendidos, causando uma impressão de simplicidade. Mas, na
verdade, estes problemas têm complexidade elevada, já que se enquadram na categoria de proble-
mas NP-difíceis [2].
Este tipo de problemas, atualmente, é amplamente estudado devido à complexidade que apre-
senta, e ao seu frequente uso empresarial.
Um dos pioneiros da investigação deste tipo de problemas, Dyckhoff, em 1990, estudou e
introduziu uma tipologia dos problemas de corte e empacotamento [3]. Esta tipologia propõe
quatro critérios de classificação para este tipo de problemas:
1. A sua dimensão (α):
1- uma dimensão;
2- duas dimensões;
3- três dimensões;
N- n dimensões;
2. O seu tipo de atribuição (β ):
B- todos os objetos são utilizados para alocar uma seleção dos itens;
V- todos os itens são alocados utilizando-se uma seleção dos objetos;
3. Tipos de objetos (γ):
O- um único objeto;
I- objetos idênticos;
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D- objetos diferentes;
4. Tipos de itens (δ ):
F- poucos e de formas diferentes;
M- muitos e muito heterogéneos;
R- muitos e pouco heterogéneos;
C- itens iguais;
Dyckhoff definia, então, este tipo de problemas por, α/β/γ/δ , correspondendo, respetiva-
mente, à dimensão, tipo de atribuição, tipo de objetos e tipo de itens. Por exemplo, e fazendo
alusão ao objeto de estudo da presente tese, um problema cujo objetivo seja otimizar o carre-
gamento de cilindros de alturas e raios potencialmente distintos em contentores retangulares de
tamanho standard, é classificado, segundo Dyckhoff, por 3/V/I/R.
Esta tipologia foi, na época, um instrumento valioso para organização e classificação destes
problemas, porém, com o incremento de investigação e publicações sobre o tema, tornou-se insu-
ficiente para classificar as novas variações dos problemas de corte e empacotamento.
Em 2005, Wäscher et al. [4], especialistas nesta área, apresentaram uma nova caraterização e
diferente organização, propondo uma nova tipologia que conta com cinco critérios:
1. Dimensão
• Unidimensional;
• Bidimensional;
• Tridimensional;
2. Tipo de atribuição dos itens aos objetos:
• Maximizar saída: maximizar a utilização dos objetos, já que, neste caso, os objetos
disponíveis não são suficientes para alocar a totalidade dos itens;
• Minimizar entrada: como todos os objetos são suficientes para alocar a totalidade dos
itens, o objetivo será alocar todos os itens minimizando um valor, por exemplo volume
desperdiçado;
3. Caraterísticas dos itens:
• Idênticos;
• Pouco heterogêneos;
• Muito Heterogêneos;
4. Tipos de objetos:
• Um único objeto: com dimensões fixas, ou com pelo menos uma dimensão variável;
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• Muitos objetos: idênticos, pouco ou muito heterogéneos;
5. Forma dos itens:
• Regulares;
• Irregulares;
Tendo por base esta combinação de critérios, foram estipulados 3 tipos de problemas: os
básicos, os intermédios, e os refinados.
Os autores caracterizam os problemas de tipo básico a partir dos critérios de atribuição dos
itens aos objetos e características dos itens, definindo seis problemas:
• Problema de empacotamento de itens idênticos, baseados na maximização da saída em di-
mensões fixas com itens idênticos;
• Problema de alocação, baseados na maximização da saída em dimensões fixas com itens
pouco heterogéneos;
• Problema da mochila, baseados na maximização da saída com itens muito heterogéneos;
• Open dimensional problem, baseados na minimização da entrada em dimensões variáveis
com qualquer tipo de item;
• Problemas de corte, baseados na minimização da entrada em dimensões fixas com itens
pouco heterogéneos;
• Problema de empacotamento, baseado na minimização da entrada em dimensões fixas com
itens muito heterogéneos;
Com vista à obtenção de uma aceção mais homogénea dos tipos de problemas, e desta forma
conseguir uma classificação mais eficiente, os autores dividiram os problemas do tipo básico em
problemas do tipo intermédio, sendo estes obtidos através da combinação dos problemas do tipo
básico com o critério que carateriza o tipo de objetos. De seguida, dividem os problemas do tipo
intermédio em problemas do tipo refinado através da combinação dos critérios de forma dos itens
e de dimensão com os do tipo intermédio.
2.1 Corte
O problema de corte consiste em fracionar as peças maiores para a produção de peças me-
nores, cumprindo um tamanho e quantidade específicos para otimizar um determinado objetivo
específico.
Desde sempre que o processo de corte é uma fase importante de um processo industrial que
o inclua, e ganhou ainda mais relevância quando o setor industrial se tornou global e a transi-
ção de produtos entre países e continentes diferentes se começou a fazer com maior facilidade,
aumentando a oferta e consequentemente aumentando a competitividade entre empresas.
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No caso de empresas fornecedoras de outras empresas este aspeto assume grande importância,
pois estas podem estar situadas geograficamente longe, e o corte do material deve ter em aten-
ção o pedido do(s) cliente(s) e combinar as dimensões desejadas com as dimensões do meio de
transporte e os custos do transporte.
É comum as empresas fornecedoras produzirem em grandes dimensões e quantidades para, no
mesmo carregamento, satisfazerem variados clientes. Por esta razão, o estudo do tamanho ideal
do produto conjugado com a maximização dos fatores acima expostos é importante e de grande
relevância tornando os problemas de corte um caso interessante de estudo.
Existe uma variabilidade dimensional do problema de corte, que poderá variar desde o simples
corte de tubagens que remete apenas para um corte transversal, até ao corte de tecido que poderá
utilizar mais do que um corte por peça. Por exemplo, na figura 2.1a em baixo, poderá visualizar-se
a projeção em tracejado vários cortes transversais, por exemplo, numa tubagem, já na figura 2.1b
poderá observar-se um exemplo de cortes em diferentes direções num pano de tecido.
O problema de corte tem, portanto um papel fulcral na redução de custos com matéria prima,
sendo então amplamente objeto de estudo. Existem portanto diversos estudos nessa área, por
exemplo, em [5] os autores estudaram um problema de corte de bobinas de aço, já em [6] os autores
abordaram o tema de posicionamento de círculos em placas metálicas retangulares, de maneira a
reduzir o desperdício de material e custo de corte. Em [7], é estudado um problema de corte
bidimensional utilizando uma abordagem com meta-heurísticas para a resolução do problema.
(a) Exemplo de corte em
tubagem
(b) Exemplo de corte em tecido
Figura 2.1: Exemplos de de planos de corte
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2.2 Empacotamento
A globalização económica transformou o processo de transporte de produtos crucial para a
competitividade de cada empresa, resultando numa exaustiva busca pela diminuição do desperdí-
cio no processo de transporte. O empacotamento surge assim como um fator a ter em conta para o
sucesso empresarial.
O problema de empacotamento consiste na maximização da proporção da dimensão de itens a
empacotar com a dimensão do interior do objeto onde os itens são colocados, ou seja, maximizar
a dimensão utilizada do objeto de transporte.
Outro aspeto importante, que se poderá ter em conta quando se trata de problemas de empa-
cotamento é a ordem de descarregar. Para ilustrar esta ideia apresenta-se o exemplo do camião de
mercadorias. Um camião de mercadorias pode transportar produtos para clientes ou locais geográ-
ficos distintos, seguindo uma determinada rota que minimize o tempo de transporte e os custos de
combustível. Poderá existir um menor desperdício de espaço no transporte se os produtos forem
empacotados numa determinada ordem. Contudo, se essa ordem não for coerente com a rota se-
guida, o empacotamento não será eficiente. Ou seja, numa perspetiva de last in- first out (LIFO),
os itens que têm de ser descarregados em primeiro lugar, são os itens que terão de ser empacotados
por último, para que estes fiquem mais acessíveis e se otimize então, a eficiência no processo de
descarga dessas mercadorias em detrimento de diminuir o desperdício do volume de transporte.
O ajustamento do empacotamento da carga ao transporte também será de se salientar como um
fator importante. Uma carga instável (quando os itens se encontram posicionados de tal forma que
o seu local de posicionamento seja alterado), poderá dar resultado a um risco de acidente na carga
ou no transporte, consequentemente resultando em risco ao operador do veículo transportador.
No âmbito do tema da presente dissertação, empacotamento de cilindros em contentores, será
de maior interesse evidenciar o empacotamento com critério de minimização do espaço desper-
diçado. Os problemas de empacotamento poderão ser divididos em vários tipos, dependendo do
número de dimensões em que se inserem, ou seja, o número de eixos que o produto seja passível
de alteração de posição.
2.2.1 Empacotamento a uma dimensão
Este tipo de problema, que apenas envolve a alteração da posição num sistema de eixos, ape-
sar de parecerem de simples resolução, são computacionalmente difíceis e tem diferentes tipos de
aplicação. Um problema comum consiste em planear padrões de empacotamento objetos idênti-
cos, de modo a que o desperdício de material seja menor, e conta com uma grande quantidade de
estudos sobre o tema. Por exemplo, em [8] os autores apresentaram um procedimento heurístico
para otimizar o padrão de posicionamento de itens para se posteriormente se poder aplicar no corte
de rolos de tecido, de forma a diminuir a perda, ou concentrar a soma das perdas num único objeto.
Em [9] os autores desenvolveram modelos matemático para esse problema proposto em [8].
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Este tipo de problemas pode, também, ser visto como a otimização de um empilhamento de
vários itens do mesmo tipo (formas semelhantes), com dimensões idênticas, e aproximadas ao
local de transporte, podendo diferenciar-se, por exemplo, na largura (apenas uma das dimensões
diferente). Este género de problemas apresenta uma solução mais simples e intuitiva sem grande
interesse matemático. Na figura 2.2, está exemplificado o padrão de empacotamento de caixas
idênticas, onde apenas varia a uma dimensão das mesmas, numa caixa maior com dimensões fixas.
Neste exemplo, como apenas a dimensão longitudinal é relevante, poderá ser representado por um
empacotamento uni-dimensional de retângulos mais pequenos (várias cores) num retângulo maior
(a branco).
Figura 2.2: Exemplo de empacotamento uni-dimensional
2.2.2 Empacotamento a duas dimensões
Neste caso, considera-se o empacotamento de itens do mesmo tipo, podendo ter, por exemplo,
alturas ou larguras diferentes com comprimentos iguais (duas dimensões diferentes).
Consiste em distribuir itens de diferentes tamanhos por um plano. Esta tipologia de proble-
mas, implica um maior esforço de resolução e uma abordagem mais cuidadosa ao problema, já
que este se apresenta menos intuitivo e de mais difícil análise comparando com o problema uni-
dimensional.
Este tipo de problema também tem sido alvo de inúmeros estudos, o mais comum foi estudado,
por exemplo em [10], que consiste em otimizar o posicionamento de retângulos de menor dimen-
são em retângulos de dimensão fixa maior com o objetivo de minimizar o desperdício. Poderá ser
visto como a colocação de caixas com a mesma altura e as outras dimensões variáveis na mala de
um carro.
Na figura 2.3 está representado um exemplo de um empacotamento bidimensional, que poderá
ser representativo do problema exposto.
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Figura 2.3: Exemplo de empacotamento bidimensional
2.2.3 Empacotamento a três dimensões
Neste tipo de problemas, já se englobam itens com todas as dimensões de diferentes tamanhos.
Estes problemas requerem um tipo de abordagem ainda mais complexa, pois tem como objetivo
maximizar o espaço utilizado nas três dimensões, tendo em conta que poderão existir objetos com
formas, tamanhos e materiais diferentes, sendo considerado fortemente um problema NP-difícil.
Existe um amplo„mas relativamente recente, estudo sobre este tema, sendo que, por exemplo,
em [11] os autores estudam um problema típico, de caixas paralelepipédicas menores a serem alo-
cadas em caixas maiores do mesmo formato, definindo, então, um algoritmo Branch-and-Bound
exato para este tipo de problemas. Em [12], os autores definem uma gama de algoritmos para
empacotamento tridimensional.
Este tipo de problema é, de facto, explorado diariamente pelas pessoas quando, por exemplo,
tentam colocar itens distintos dentro de uma caixa ou gaveta.
Na figura 2.4 está representado um exemplo de um problema de empacotamento tridimensio-
nal [?].
2.2.4 Paletização
Este tipo de problema é um caso especial de um problema de empacotamento tridimensional,
mas geralmente abordado no âmbito bidimensional e é aplicado em cargas com objetos idênticos
(forma tipicamente cilíndrica ou paralelepipédica), e consiste em distribuir esses objetos de forma
a criar planos de carga idênticos assentes numa base retangular (palete) [13].
Em [13], por exemplo, foram desenvolvidos dois algoritmos baseados na meta-heurística de
pesquisa por arrefecimento simulado para resolver o problema de peletização de cilindros. Em
[14], o tema da paletização de cilindros também foi abordado.
Na figura 2.5 poderá observar-se um exemplo de paletização (à esquerda), e, como cada ca-
mada estará identificada com um único padrão (à direita), podendo por isso ser abordado como
um problema bidimensional.
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Figura 2.4: Exemplo de empacotamento tridimensional
Figura 2.5: Exemplo de paletização
2.3 Empacotamento/carregamento de cilindro
Findada a perspetiva geral de problemas de empacotamento, é importante agora focar o pro-
blema de empacotamento de cilindros, que é o âmbito da presente dissertação.
Os problemas de empacotamento direcionados ao carregamento de cilindros são também muito
variados e com perspetivas diferentes. Dos vários tipos de problemas com empacotamentos de ci-
lindros, seguem-se os seguintes exemplos considerados pertinentes.
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2.3.1 Círculos de raio igual
Este é um problema bidimensional muito estudado no âmbito académico e que se baseia em
posicionar círculos de raio igual dentro de um retângulo de dimensões, maximizando a sua quan-
tidade, e diminuindo assim a área do retângulo não ocupada pelos círculos.
Em [15], o autor estuda e testa formas de colocação de círculos de raio igual num retângulo,
sem sobreposição. Já em [16] o autor propõe um modelo matemático para o posicionamento de
círculos de raio igual num retângulo de dimensões fixas.
A figura 2.6 é um exemplo deste tipo de problemas.
Figura 2.6: Exemplo de empacotamento de círculos com raio igual
2.3.2 Círculos de raio diferente
Este problema bidimensional é, geralmente, visto sem sobreposição. Como os problemas de
Corte e Empacotamento são geométricos os problemas propostos serão idênticos aos de círculos
com raio igual, só que, como é óbvio, variando o raio.
São problemas de difícil análise e resolução pelo que requerem uma atenta escolha de método
de solução.
Existe muita literatura sobre o tema, por exemplo, em [17] o autor aborda o posicionamento
de círculos com raio distinto num retângulo, sem sobreposição, propondo regras para um posicio-
namento eficaz. Em [1] os autores propõem dois algoritmos para a colocação sem sobreposição de
círculos com raio variável, num retângulo. Já em [18] os autores propuseram uma meta-heurística
para a minimização do comprimento de um retângulo com altura fixa de forma a que se consiga
posicionar todos os círculos em estudo.
Na figura 2.7 um problema de posicionamento de círculos de raio diferente, sem sobreposição.
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Figura 2.7: Exemplo de empacotamento de círculos com diferente raio
2.3.3 Empacotamento bobinado
O problema de empacotamento bobinado é aplicado por exemplo, ao carregamento de tubos
com raios diferentes. Sendo estes ocos, e de modo a desperdiçar o mínimo espaço no transporte
dos mesmos, opta-se por colocar os tubos com menor raio dentro dos tubos com maior raio, conse-
guindo assim maior quantidade de carga por carregamento. Este problema poderá ser visto numa
perspetiva bidimensional como um problema de círculos de raios diferentes com sobreposição.
Este tipo de problemas poderá será idêntico ao exposto em 2.3.2 admitindo, porém, sobrepo-
sição dos círculos. No contexto desta revisão bibliográfica, encontra-se apenas exemplificado a
título de curiosidade, uma vez que não se verificam muitos estudos neste âmbito.
Na figura 2.8 está exemplificado um exemplo de empacotamento bobinado.
Figura 2.8: Exemplo de empacotamento bobinado
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2.3.4 Empacotamento de cilindros
Este tipo de problemas, poderá ser abordado no âmbito de qualquer dos tipos acima mencio-
nados, sempre que se consiga uma abordagem como um problema bidimensional, ou seja, sempre
que os cilindros em estudo apresentarem uma altura constante, será possível tratar o problema
apenas como uma projeção das suas bases (círculos).
Porém também poderá ser visto tridimensionalmente, sempre que o problema trate cilindros
distintos, ou seja, com dimensões distintas (raio da base e altura), podendo ou não existir empi-
lhamento.
Este tipo de problemas, visto tridimensionalmente, ganha complexidade adicional de resolu-
ção em relação ao resto dos problemas apresentados existindo diversos estudos sobre o tipo de
problema, quer numa perspetiva bidimensional, quer tridimensional.
Em [13] e [14], como anteriormente mencionado, é possível verificar uma abordagem bidi-
mensional ao problema de empacotamento de cilindros (mais especificamente paletização). Em
[19] foi abordado o tema de empacotamento de cilindros numa caixa retangular, também, numa
perspetiva bidimensional.
As abordagens tridimensionais a este tipo de problemas não se observam com tanta frequência,
porém em [12] os autores fizeram vários testes do algoritmos desenvolvidos em empacotamento
de cilindros num contentor.
No caso da presente dissertação, abordar-se-á primeiramente um problema de empacotamento
de cilindros, numa perspetiva bidimensional, e de seguida, abordar-se-á outro problema de empa-
cotamento de cilindros numa perspetiva tridimensional.
Na figura 2.9 está exemplificado o empacotamento de cilindros iguais, que podem ser aborda-
dos numa perspetiva bidimensional, e na figura 2.10 encontra-se um exemplo de empacotamento
de cilindros com raios diferentes e com empilhamento, que deverão assumir uma abordagem tri-
dimensional.
Figura 2.9: Exemplo de empacotamento de cilindros iguais
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Figura 2.10: Exemplo de empacotamento de cilindros diferentes
2.4 Métodos de resolução
Como já foi mencionado, os problemas de Corte e Empacotamento são de natureza combina-
tória envolvendo dificuldades adicionais de índole geométrica. Em geral, a sua resolução expõe
dificuldades sérias, o que leva a que, do ponto de vista prático, logo se oriente a resolução para
obter (apenas) soluções bastante boas, em detrimento da "solução ótima". Solução exatas poderão
ser inacessíveis ou, pelo menos, demasiado morosas.
É nesse contexto que poderão ser utilizados os métodos heurísticos. Quando bem desenvol-
vidos e aplicados, os métodos heurísticos permitem, solucionar os problemas aplicando os seus
algoritmos. Embora não sejam métodos exatos, as heurísticas permitem facilitar a resolução de
problemas complexos.
É, portanto, importante abordar os seguintes temas:
2.4.1 Heurísticas
As heurísticas são técnicas para obter boas soluções, que têm um aceitável custo computa-
cional (complexidade) e são muitas vezes, baseada em procedimentos simples e intuitivos. Esta
abordagem não garante uma solução ótima nem admissível, e por vezes não dá informação so-
bre o quão ótima ou admissível é a solução encontrada. As heurísticas são focadas num tipo de
problemas a resolver, sendo que cada heurística está mais indicada para um tipo de problema.
Existem vários tipos de heurísticas, divididas pela classificação de heurísticas de construção (é
construída uma solução admissível sem se partir de nenhuma solução inicial); de melhoramento
(parte de uma solução admissível aleatória, e vai melhorando a solução até encontrar uma solução
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ótima); de partição e decomposição (o problema é dividido em problemas mais simples, permi-
tindo resolver vários problemas simplificados, ao invés do grande problema complexo inicial);
e dedicadas (que partem de um conhecimento prévio do problema aproveitando características
específicas para melhor solucionar o problema).
2.4.2 Meta-heurísticas
As meta-heurísticas são heurísticas gerais que após adaptação ao problema podem ser aplica-
das para determinar a solução ótima do mesmo. Este tipo de técnica procura adaptar processos
físicos e naturais à resolução de problemas e, geralmente encontra uma solução ótima em tempo
aceitável, sendo no entanto, computacionalmente mais pesadas que as heurísticas simples, não
tendo como particularidade ser um algoritmo definido, mas sim uma estratégia a seguir na resolu-
ção de problemas de grande complexidade. Existem muitas meta-heurísticas, como por exemplo:
a pesquisa por arrefecimento simulado, a pesquisa Tabu, algoritmos evolucionários, algoritmos ge-
néticos, scattersearch, algoritmos meméticos, algoritmo das formigas, greedy randomized adap-
tive search procediment, método do ruído e redes neuronais.
Grande parte das abordagens aos tipos de problemas estudados na presente dissertação partem
de resoluções via heurística, meta-heurística, ou técnicas matemática.
Em [15], Specht faz um estudo sobre o posicionamento dos círculos em retângulos com di-
mensão variável, de forma a aumentar a densidade.
Nesse âmbito, em [16] Michael Goldberg desenvolveu um modelo matemático que permitia
empacotar círculos iguais num retângulo de tamanho definido, contudo a abordagem do problema
de empacotamento de cilindros com um método de solução estritamente matemático torna-o de-
masiado pesado computacionalmente.
Em [13] foi utilizada a pesquisa por arrefecimento simulado (Simulated Annealling), para
responder á otimização da paletização de cilindros (que se enquadra na temática a abordar). O
método de resolução deste problema consistiu na determinação do padrão de posicionamento das
bases circulares dos referidos objetos sobre uma base retangular, tendo como objetivo a maximi-
zação do número de círculos posicionados no interior desse retângulo. Foi repetido o padrão de
posicionamento em cada uma das camadas a carregar sobre a base decangular. As característi-
cas dos algoritmos implementados permitiram que a sua extensão à consideração de círculos com
raios diferentes fosse facilmente conseguida.
Em [17], os autores propõem uma metodologia de posicionamento geométrico para o empaco-
tamento de cilindros. Esta utiliza heurísticas construtivas para efetuar a distribuição de círculos de
raios diferentes numa base retangular seguindo o conjunto de regras determinadas pela heurística
desenvolvida. Ao mesmo tempo que se aplicam essas regras fixas, pode-se optar por dois tipos de
regras gerais. A regra spin-out resume-se a encostar para os lados do recipiente os primeiros cír-
culos a empacotar, já a regra shake-down refere para além dos primeiros itens a ser empacotados
deverem ser colocados nos lados do recipiente, também se deve encostar os primeiros objetos ao
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fundo do recipiente. Esta última regra permite não só obter mais espaço para círculos extra, mas
também uma solução mais adequada ao empacotamento de objetos.
Em [1], os autores sugerem dois algoritmos gulosos para colocar círculos de raios diferentes
num retângulo, sem sobreposição. Os algoritmos apresentados testam todas as soluções, até que
encontrem uma solução admissível.
Numa outra abordagem ao problema, em que é conhecido à partida já o número de círculos a
posicionar no retângulo de tamanho fixo, em [18] foi proposta uma solução por pesquisa tabu para
empacotamento de círculos num retângulo com largura fixo e comprimento ilimitado. A pesquisa
tabu é uma meta-heurística que partindo de uma solução inicial do problema (não ótima), efetua
pequenas alterações sucessivas até que não se consiga determinar uma solução melhor.
Capítulo 3
Problemas em estudo
3.1 Breve descrição
A dissertação aborda dois problemas em estudo, que poderão ser aplicados em casos reais.
O primeiro problema em estudo, determinar o diâmetro ótimo de cilindros iguais para carre-
gamentos em contentores, consiste numa tentativa de otimização do carregamento de cilindros de
papel em contentores de transporte com tamanho standard e forma paralelepipédica, determinando
o diâmetro mais adequado em termos de aproveitamento do volume no interior do contentor.
O problema consiste em responder à seguinte pergunta: "Quais as melhores dimensões do
diâmetro dos rolos com vista a diminuir o desperdício de transporte de cilindros com um volume
específico médio de 1,75( m
3
ton) sem ultrapassar o peso máximo de carga do contentor (28,6 ton)?"
O diâmetro mínimo do cilindro terá, por questões de restrição de produção, obrigatoriamente
o valor de 1,2 metros. Já o diâmetro máximo não deverá ultrapassar os 1,6 metros.
Como resultado do trabalho a ser efetuado, pretende-se modelar o problema, de modo a chegar
a uma solução aceitável.
O segundo problema em estudo consiste no desenvolvimento de um algoritmo que permita
uma distribuição de um dado número de cilindros, de diâmetros e alturas distintas, e com em-
pilhamento, num contentor. Ou seja, considerando um conjunto de contentores, e dados vários
cilindros com alturas e diâmetros variáveis quer-se determinar uma solução de posicionamento
dos mesmos, de modo a otimizar a carga, ou seja, tentando conciliar boa ocupação de espaço com
um bom peso de carga. Como condição na resolução do problema temos que no caso de cilindros
empilhados (um por cima do outro), o diâmetro do cilindro de cima terá de ser menor ou igual ao
diâmetro do cilindro que se posiciona em baixo e a soma das alturas não pode exceder a altura do
contentor. Este será um problema abordado numa perspetiva tridimensional.
A importância destes casos de estudo ganha relevo quando aplicada a um caso real de problema
de empacotamento de rolos de papel em contentores, para transporte do Brasil para a Europa.
A figura 3.1 exemplifica as dimensões do contentor considerado na prática.
A entrada do contentor tem uma saliência de 0,110 metros, que serve de encosto para a porta.
O contentor apresenta também um limite máximo de carga que assume o valor de 28,6 toneladas.
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Figura 3.1: Esquemática do contentor
Os rolos de papel, têm um diâmetro mínimo de 1,2 metros e apresentam um diâmetro interno
de 0,305 metros, que não terá qualquer tipo de preenchimento, como exemplificado na figura 3.2.
Figura 3.2: Esboço de um rolo de papel
3.2 Métodos de solução
Numa primeira análise ao primeiro problema a tratar, pode-se relacionar (tal como escrito
acima) o empacotamento de cilindros, com o problema bidimensional de posicionamento de cír-
culos de raio igual num retângulo de dimensões fixas.
O âmbito geral do primeiro caso de estudo (empacotamento de círculos de raio igual) é fre-
quentemente abordado e estudado, no entanto é um problema original não estudado na literatura.
Sendo que a especificidade deste caso tornará difícil a existência de uma abordagem já utilizada,
o método de solução deverá ser uma abordagem matemática específica que se adeque ao mesmo.
3.2 Métodos de solução 19
Sendo que a gama de diâmetro em estudo e as dimensões do contentor não permitem um
posicionamento muito diversificado dos cilindros, apenas são aplicados dois tipos de layout na
colocação dos cilindros para efetuar a modelação do problema.
Embora o diâmetro máximo dos cilindros não deva ultrapassar os 1,6 metros, na presente
dissertação, serão estudados os diâmetros com valores contidos no intervalo [1,2;2,35], para desta
forma aferir se o aumento do diâmetro máximo poderá trazer maiores benefícios na carga.
Depois de modelado o problema, serão testados todos os valores possíveis para o diâmetro
numa ordem de 3 casas decimais. Por fim os resultados serão comparados e serão retiradas con-
clusões.
A solução para o segundo caso, deverá partir da adaptação de um algoritmo que tenha garan-
tido algum sucesso na resolução destes problemas bidimensionais, de modo que responda ao caso
tridimensional apresentado. Os algoritmos propostos em [1] serão tratados, adaptados e testados
na presente dissertação, de modo a resolver este problema tridimensional específico.
Para uma melhor perceção da solução a desenvolver, são inicialmente apresentadas três solu-
ções a problemas intermédios:
1. Consideram-se n cilindros com alturas iguais, e diâmetros potencialmente distintos a ser
posicionados num contentor, da melhor forma possível, sem nunca ultrapassar o peso limite
(28,6 ton).
2. Consideram-se n cilindros com alturas e diâmetros potencialmente distintos a ser posiciona-
dos num contentor, da melhor forma possível, podendo existir empilhamento (um cilindro
em cima de outro), num máximo de dois cilindros por empilhamento (dois ’pisos’).
3. Consideram-se n cilindros com diâmetros potencialmente distintos a ser posicionados em Q
contentores, da melhor forma possível
O caso de estudo é, no fundo, um aglomerado das caraterísticas principais de cada um destes
problemas, e como solução são propostas adaptações a cada um dos algoritmos propostos em [1].
Optou-se por utilizar o Matlab para implementar os algoritmos propostos. A escolha desta
ferramenta foi baseada no conhecimento que à partida já havia sido adquirido e pela facilidade de
se obter um resultado com imagem tridimensional. Depois de implementados são testados esses
algoritmos, permitindo saber se um maior tempo de execução aliado a resultados ótimos resultam
numa melhoria significativa.
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Capítulo 4
Diâmetro ótimo de um cilindro para
transporte em contentor
Neste capítulo apresentam-se a resolução e soluções para o primeiro caso em estudo: Qual o
diâmetro ótimo para o carregamento dos rolos de papel de diâmetro e altura iguais?
4.1 Introdução
Será importante recordar as especificações a respeitar:
• Diâmetro mínimo: 1,2 m;
• Diâmetro interno: 0,305 m;
• Volume específico do papel: 1,75 m3ton ;
• Dimensões do contentor: 12,320 x 2,350 x 2,695 m;
• Porta do contentor: a porta do contentor tem um desnível de 0,110 m de altura.
Por questões de restrição de produção, o diâmetro não deverá ultrapassar os 1,60 m. Vai-se,
no entanto, estudar o comportamento do problema para a gama de diâmetros desde o mínimo
especificado (1,2 m) até ao máximo valor permitido pelas dimensões do contentor (2,35 m). Deste
modo, pode-se aferir se uma solução fora do limite máximo será muito mais vantajosa que a
máxima solução considerando os limites.
Tendo em conta a não variância da altura dos cilindros neste problema, pode-se abordar este
problema como sendo bidimensional, já que a variação segundo o eixo dos z’s (alturas) não existe,
sendo a altura a considerar, 2,585 metros (altura máxima para que os cilindros caibam no contentor,
já que a entrada apresenta uma saliência).
Pode, então abordar-se este problema bidimensional como diâmetro ótimo de círculos iguais
inseridos num retângulo de dimensões fixas (12,320 m x 2,350 m).
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4.2 Diferentes tipos de posicionamento dos círculos no retângulo
Num problema de posicionamento de cilindros como este, o layout escolhido é importante
para um bom aproveitamento espacial.
Observe-se, por exemplo, estes 3 tipos diferentes de layouts regulares, ou seja, que garantem
que quando se pretenda um encaixe por linhas de círculos, o ângulo α entre os centros dos cilindros
se mantém constante [20]:
• Layout em Z: Este layout apresenta o mesmo número de círculos em cada linha, sendo estas
deslocadas para a esquerda ou direita, de modo a que encaixem entre si, como é possível
visualizar na figura 4.1;
Figura 4.1: layout Z
• Layout em I: Este layout consiste na colocação sucessiva de círculos empilhados por linhas,
que estão colocadas linearmente ao lado umas das outras, como se constata na figura 4.2.
Pode ser visto como um caso especial da estrutura em Z com ângulo α = 0o;
Figura 4.2: layout I
• Layout em X: Este layout, conforme exemplificado na figura 4.3, consiste numa distribuição
na qual se verifica uma diferença de um círculo entre as linhas adjacentes, e em que os
círculos estão desfasados, de modo a que as linhas mais pequenas encaixem nas linhas
maiores. Este tipo de estrutura pode subdividir-se em 3 subestruturas: uma estrutura que
apresente um número par de linhas, uma estrutura que apresente um número ímpar de linhas
verificando-se que as linhas em maior número com maior quantidade de círculos) e, por
último, uma estrutura que apresente igualmente um número ímpar de linhas, mas que as
linhas em maior número sejam constituídas por um menor número de círculos.
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Figura 4.3: layout X
Na estrutura em I, quando é possível o aproveitamento de todo o espaço no comprimento
e largura do retângulo (ou seja, quando tem dimensões tais que os círculos sejam colocados na
perfeição no quadrado, como na figura 4.2), apresenta desperdício externo menor, já as estruturas
em Z e X podem apresentar um desperdício interno menor [20].
Apesar destes serem os layouts típicos, existem outros não regulares que poderiam ser anali-
sados, porém como poderemos verificar mais á frente, as limitações do problema limitam o layout
a utilizar.
Devido às exigências do problema (dimensões mínimas do diâmetro e largura do contentor de
transporte), apenas será admissível que a estrutura em I seja a melhor solução quando o diâmetro
dos mesmos for tão grande que apenas permita a colocação de uma única linha de círculos lado a
lado.
Noutros casos não será uma solução admissível, pois para colocar dois círculos de diâmetro
mínimo (1,2 metros) empilhados em duas linhas seria necessário que a largura do contentor tivesse,
no mínimo 2,40 metros, sendo a sua largura menor (2,35 m). Visto que colocar apenas lado a lado,
nestes casos, implica um desperdício interno grande, torna-se inviável optar por esta solução.
Fica-se portanto limitado, no melhor dos casos, a uma estrutura do tipo X, Z ou irregular.
No caso em estudo, o layout mais utilizado será portanto o demonstrado na figura 4.4.
Figura 4.4: estilo de layout preferencial para o caso
4.3 Modelização do caso de estudo
Depois de visualizar a figura 4.5, observam-se as seguintes situações para qualquer que seja o
valor do diâmetro (d) dos círculos que se encontram com os centros unidos por um segmento de
reta w.
• O valor de w corresponde ao diâmetro de um círculo (w = d);
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Figura 4.5: Esquematização do caso
• Em cada comprimento c será possível colocar um círculo e meio, já que c = b+ r e b
corresponde à distância horizontal entre os centros dos círculos, logo será possível em cada
distância c colocar um círculo e meio independentemente do ângulo α .
a = 2,35−2× r⇔ a = 2,35−d (4.1)
w2 = a2+b2⇔ d2 = a2+b2⇔ b =
√
(d2− (2,35−d)2) (4.2)
Considerando-se:
• nt , o número possível de círculos a colocar no retângulo. n ∈ N;
• nmax, o número otimizado de círculos a colocar no retângulo, para não ultrapassar o peso
máximo;
• Pt , o peso total dos nt círculos;
• Pmax, o peso otimizado para nmax círculos;
• Au, área utilizada pelos círculos no retângulo;
• Ad , área desperdiçada pelos círculos no retângulo;
• i, função de resultado binário dependente do diâmetro, que indica se será possível colocar
mais um círculo na linha de cima.
Como exemplificado na figura 4.6, para d2 > b será possível colocar alinhados por linhas n
círculos em X ou Z, sem que exista qualquer distância entre círculos na linha de baixo:
4.3 Modelização do caso de estudo 25
Figura 4.6: Layout para d2 > b
d
2
>
√
(d2− (2,35−d)2)⇔ d < 1,259∧d > 17,541 (4.3)
Logo, partindo do diâmetro mínimo admissível, na figura 4.6 está representado o layout cor-
respondente ao intervalo 1,2≤ d ≤ 1,259.
Sendo que
n = INT (
12,320
d
)×2−1+ i(d) (4.4)
em que,
i(d) =
{
0, para12,320− INT (12,320d )×d < b
1, para12,320− INT (12,320d )×d ≥ b
(4.5)
Neste intervalo, o cálculo do n baseia-se no facto da disposição dos círculos na linha de baixo
ser uniforme (a distância entre círculos da linha de baixo é zero), logo é necessário saber quan-
tos círculos será possível colocar na linha de baixo (dividindo o comprimento do retângulo pelo
diâmetro do círculo, contabilizando apenas esse número inteiro). Garante-se assim, que se for
possível colocar n círculos na linha de baixo, é possível colocar pelo menos n-1 círculos na linha
de cima.
A variável binária i(d) serve como variável de decisão para, caso seja possível, contabilizar
um círculo a mais em cima. Como o cálculo tem como base que se possa colocar, no pior caso,
menos um círculo do que na linha de baixo, será necessário verificar se será possível colocar tantos
círculos na linha de baixo como na de cima. Por exemplo, na figura acima, o círculo número cinco
não cabe totalmente, no entanto o círculo nove é possível ser colocado, sendo possível colocar o
mesmo número de círculos na linha de baixo e na de cima. A distância necessária desde o fim do
último círculo em baixo até ao fim do retângulo, para que caiba mais um círculo em cima, terá de
ser pelo menos b, como demonstrado pela figura 4.7 e na Equação 4.6.
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Figura 4.7: Distância entre fim do círculo da linha de baixo e fim do respetivo círculo da linha de
cima
Logo,
r− (r−b) = b (4.6)
A disposição a considerar para o intervalo de 1,259< d≤ 2,349 será a exemplificada na figura
4.8.
Figura 4.8: Layout para 1,259 < d ≤ 2,349
O x representado na figura 4.9 assume o valor quer da distância desde a abcissa do centro
do círculo da linha de cima até ao início do círculo seguinte da linha de baixo quer da distância
do fim de um círculo da linha de baixo, até metade do círculo correspondente da linha de cima.
O c representado na figura 4.9, representa a distância entre o início de um círculo e o início do
círculo seguinte da mesma linha. Como será intuitivo, o valor c poderá também assumir o valor
da distância entre o fim de um círculo e o fim do círculo seguinte da mesma linha (figura 4.8), ou
seja, a distância que será possível colocar um círculo na linha de baixo. Então seja:
x = b− r = b− d
2
(4.7)
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Figura 4.9: Distância entre círculos na mesma linha
e,
c = r+b+ x = r+b+(b− r) = 2b (4.8)
Em relação à distribuição de círculos da linha de baixo, para o cálculo do n, verifica-se que
tanto do início de um círculo até ao início do círculo seguinte na linha, como desde o fim de um
círculo até ao fim do círculo adjacente na linha existe uma distância 2× b, logo, em cada 2× b
metros será possível colocar um círculo.
Sabe-se também que na linha de cima será possível colocar pelo menos o mesmo número de
círculos que na linha de baixo menos um. No entanto existem casos em que será possível colocar
um número igual de círculos na linha de cima e na linha de baixo.
Como o círculo 1 se encontra junto aos lados do retângulo, e os restantes se encontram a uma
distância 2× x uns dos outros, pode abordar-se o problema contabilizando esse primeiro círculo
à parte. Ou seja, o número de círculos que será possível colocar na linha de baixo será calculado
com:
INT (
(12,320−d)
(2×b) +1) (4.9)
Como é possível colocar na linha de cima, pelo menos, o mesmo número de círculos da linha
de baixo menos um e no máximo o mesmo número de círculos da linha de baixo, n poderá ser
calculado da seguinte forma:
n = INT (
(12,320−d)
(2×b) +1)×2−1+ i(d) (4.10)
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em que,
i(d) =
{
0, para12,320− (d− INT (12,320d )×d)< b
1, para12,320− (d− INT (12,320d )×d)≥ b
(4.11)
Mais uma vez a variável i(b) é binária para decisão se é possível colocar mais um círculo em
cima, já que a distância necessária entre o fim do último círculo possível de colocar na linha de
baixo e o fim do retângulo terá de ser d2 + x =
d
2 +b− d2 = b.
Já para d = 2,35 torna-se impossível a colocação dos círculos, sem se colocarem lado a lado,
visto que o diâmetro tem o mesmo valor que o lado do retângulo. Sendo, então, o layout possível
o demonstrado na figura 4.10.Os cilindros apenas poderão ser colocados lado a lado, por limitação
da largura do contentor (2,35 m).
Figura 4.10: Exemplo do layout para d = 2,35
Como apenas será possível colocar uma linha de círculos, a parte inteira da divisão do compri-
mento do retângulo pelo diâmetro do círculo indica o número de círculos que podem ser colocados.
Portanto o cálculo do n será simplesmente:
INT (
12,320
d
) (4.12)
O valor do peso será, então, obtido através do peso específico médio de cada cilindro. Tendo
também em conta o diâmetro interno (30,5 cm) do cilindro que se encontra sem ’preenchimento
de papel’, e por isso terá de ser excluído do volume que influencia o peso. A altura utilizada para
este cálculo será 2,585 metros, sendo esta a altura máxima para o cilindro conseguir ser colocado
no contentor, devido à saliência de encosto e fecho da sua porta (de 0,110 metros) Logo:
Pt = (
n×V
1,75
) (4.13)
onde 1,75 é o peso específico e V o volume do cilindro, com:
V = ((
d
2
)2− (0,1525)2)×pi×2,585 (4.14)
e
Pmax(d) =
{
Pt , paraP > 28,6
( (n−1)×V )1,75 , paraP≤ 28,6
(4.15)
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O peso da carga (Pmax) será dado através do peso total calculado (Pt) caso este não ultrapasse o
peso máximo admissível no contentor (28,6 ton). Caso este valor seja ultrapassado, é retirado um
cilindro à configuração, permitindo que Pmax assuma um valor admissível. Verifica-se, no entanto,
que para 2,242≤ d ≤ 2,239, será necessária a exclusão de mais que um cilindro da configuração
total, para que o peso da carga não ultrapasse as 28,6 toneladas (equação 4.15, sendo por isso,
considerando o problema, indiferente a otimização da distribuição dos cilindros no contentor. Por
essa razão considera-se que nesse intervalo os cilindros serão colocados em linha, como demons-
trado na figura 4.10, modificando os intervalos significativos do diâmetro para 2,259< d ≤ 2,241
e 2,241 < d ≤ 2,35.
A área útil é calculada através do número (n) de círculos colocados no retângulo:
Au = n× (d2 )
2×pi (4.16)
A área desperdiçada calcula-se com o mesmo n, subtraindo a área útil à área total:
Ad = 12,320×2,35−Au (4.17)
Em conclusão, modelando este caso, verifica-se a existência de três intervalos com diferentes
modelos de resolução do problema. Estes intervalos serão influenciados primeiramente pelo layout
a considerar, mas como o layout poderá ser irrelevante, tendo em conta o peso máximo de carga,
foram definidos novos intervalos tendo em conta essa condição.
Concluindo, tem-se que:
Pt = (
n×V
1,75
) (4.18)
com
V = ((
d
2
)2− (0,1525)2)×pi×2,585 (4.19)
e
Pmax(d) =
{
Pt , paraP > 28,6
( (n−1)×V )1,75 , paraP≤ 28,6
(4.20)
para o cálculo do n, temos
b =
√
(d2− (2,35−d)2) (4.21)
no intervalo 1,200≤ d ≤ 1,259:
n = INT (
12,320
d
)×2−1+ i(d) (4.22)
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em que,
i(d) =
{
0, para12,320− INT (12,320d )×d < b
1, para12,320− INT (12,320d )×d ≥ b
(4.23)
No intervalo 1,259 < d ≤ 2,241:
n = INT (
(12,320−d)
(2×b) +1)×2−1+ i(d) (4.24)
em que,
i(d) =
{
0, para12,320− (d− INT (12,320d )×d)< b
1, para12,320− (d− INT (12,320d )×d)≥ b
(4.25)
.
No intervalo para 2,242≤ d ≤ 2,35:
n = INT (
12,320
d
) (4.26)
Tem-se ainda:
• n≥ 0
• Pt ≥ 0
• 1,20≤ d ≤ 2,35
• b≥ 0
• 0≤ Au ≤ (12,320×2,35)
• 0≤ Ad ≤ (12,320×2,35)
• V ≥ 0
4.4 Resultados obtidos
Para a resolução deste problema foi escolhido um método iterativo, em que o diâmetro tem
uma variação de 0,001 dentro do intervalo [1,200;2,350], obtendo-se os resultados demonstrados
nas tabelas e figuras seguintes onde se apresentam os resultados mais significativos das resoluções
efetuadas, descritos pelos grafismos e comentário aos mesmos.
Na figura 4.11, estão representados na forma de um gráfico, os valores do peso por cada
diâmetro do cilindro. Ao observar-se estes resultados, pode-se aferir que vários valores obtidos se
aproximam do peso de carga máximo (28,6 ton).
Na tabela 4.1, estão especificados todos os diâmetros que garantem valores que mais se apro-
ximam do valor ideal para o peso de carga. Serão estes valores, portanto, os mais significativos
para o estudo, tendo em conta o objetivo da presente dissertação.
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Figura 4.11: Grafismo do comportamento do peso máximo para cada diâmetro dos cilindros
Com a observação do gráfico verifica-se que tanto um diâmetro de 1,278 m como 2,241 m se
aproximam muito do valor objetivo, porém, o diâmetro de 2,241 m é o que mais se aproxima.
Tabela 4.1: Resultados obtidos do peso total de carga para cada diâmetro
Diâmetro (m) Peso Total (ton)
1,209 28,5811
1,242 28,5885
1,278 28,5901
1,306 28,0630
1,352 28,1780
1,781 28,5431
2,049 28,5770
2,241 28,5921
Na figura 4.12 está representado graficamente o número de cilindros colocados para cada diâ-
metro. É possível verificar (conforme obviamente esperado) a diminuição do número de cilindros
que é possível colocar no contentor à medida que o diâmetro aumenta. Já na tabela 4.2 é possível
observar discriminadamente o comportamento dos mesmos valores significativos, que garantem
uma maior vantagem de peso, em relação ao número de cilindros que permitem carregar.
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Figura 4.12: Grafismo do comportamento do número de cilindros colocados para cada diâmetro
Tabela 4.2: Resultados obtidos do número de cilindros colocados para cada diâmetro
Diâmetro (m) No de círculos
1,209 18
1,242 17
1,278 16
1,306 15
1,352 14
1,781 8
2,049 6
2,241 5
Na figura 4.13 está representada graficamente a utilização da área da base do contentor para
cada diâmetro. É importante relembrar que a área útil visualizada no grafismo se refere à área que
a base do número de cilindros colocados no contentor (limitado pelo peso máximo) preenchem.
Na tabela 4.3 estão especificados todos os valores (em percentagem) da área útil para cada
diâmetro que garanta um peso de carga aceitável.
Verifica-se, como seria de esperar, que a percentagem de área útil nos cilindros com raio menor
é superior. Contudo a discrepância entre o maior e menor raios é de pouco mais que 3,2 pontos
percentuais.
Embora seja de interesse académico verificar as duas situações, no âmbito do problema da
presente dissertação o valor do diâmetro não deverá ultrapassar os 1,60 metros. Considerando
essa situação, a solução que permite uma carga com um valor maior do peso é o diâmetro de
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Figura 4.13: Grafismo do comportamento da Área útil (%) do contentor para cada diâmetro dos
cilindros (m)
Tabela 4.3: Resultados obtidos da percentagem da área útil cada diâmetro
Diâmetro (m) Área útil (%)
1,209 71,3734
1,242 71,1382
1,278 70,8913
1,306 69,4047
1,352 69,4213
1,781 68,8381
2,049 68,3355
2,241 68,1185
1,209 metros. Observa-se também, que este limite para o diâmetro máximo, não resulta num
prejuízo significativo de peso de carga em comparação com o valor com mais benefício, sendo
que a diferença corresponde a um valor quase residual de 10 kg.
Nas tabelas 4.4 e 4.5 são postos em comparação os dois diâmetros mais vantajosos, tendo em
conta o melhor aproveitamento do espaço e do peso, respetivamente 1,209 metros e 1,278 metros.
Tabela 4.4: Melhores resultados obtidos
Diâmetro Valor
Desperdício mínimo 1,209 m 8,288 m2
Peso máximo 1,278 m 28,5901 ton
Observando a tabela 4.5 é possível verificar que ambos os diâmetros têm um comportamento
semelhante no que diz respeito à maximização do peso do contentor. Observa-se também que
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Tabela 4.5: Comparação de resultados
d= 1,209 m d= 1,278 m
Desperdício de espaço (m2) 8,288 8,428
Peso de carga (ton) 28,581 28,591
Desperdício de espaço (%) 28,627 29,109
Desperdício de peso (%) 0,066 0,032
existe uma discrepância um pouco maior quando se atenta à área útil, sendo que o cilindro com
raio menor apresenta um aproveitamento do espaço mais adequado.
Embora seja de interesse académico verificar as duas vertentes do problema (ocupação do
espaço e peso de carga), no âmbito do problema da presente dissertação o objeto de estudo recai
sobre a maximização do peso de carga. Por essa razão, e tendo em conta o volume específico
médio e os valores limites para os diâmetros, o resultado que otimiza o peso de carga do contentor
para cilindros iguais corresponde a um diâmetro de 1,278 metros.
Capítulo 5
Posicionamento de cilindros de
diâmetros diferentes em contentores
Neste capítulo são apresentados algoritmos que permitam a resolução para o segundo problema
da presente dissertação. É pretendido que seja criada uma aplicação através desses algoritmos
para que estes resolvam um problema tridimensional que aborda o posicionamento de cilindros de
diâmetros e alturas diferentes em contentores, com empilhamento.
5.1 B1.0 e B1.5
Com o problema abordado neste capítulo pretende-se que, considerando um conjunto de con-
tentores, e dados vários cilindros com alturas e diâmetros variáveis, se determine uma solução de
posicionamento dos mesmos, de modo a planear o carregamento, tentando conciliar boa ocupação
de espaço com um bom peso de carga.
A resolução deverá respeitar as seguintes condições:
• Na possibilidade de empilhamento, o diâmetro do cilindro a empilhar terá de ser menor ou
igual ao do cilindro de baixo;
• Cada pilha de cilindros poderá ser constituída por, no máximo, dois cilindros;
• A carga máxima não poderá ultrapassar o valor de 28,6 ton;
• O peso de carga real rondará o valor de 27 ton;
Este problema, numa primeira abordagem, pode enquadrar-se na tipologia de empacotamento
de círculos com diâmetro diferente, ignorando o empilhamento.
Um bom posicionamento dos cilindros será à partida uma abordagem que permita a resolução
deste problema. Visto isto, o método escolhido passa pela adaptação dos algoritmos propostos
em [1] por Wenki Huang et al. que visam encontrar a melhor colocação de um conjunto de
círculos com diâmetro diferente num retângulo, apresentando um bom aproveitamento do espaço
ocupado.
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Em [1], os autores propõem dois algoritmos gulosos (B1.0 e B1.5). Este artigo refere que a
melhor colocação para um círculo é num ’buraco’. A colocação em buraco entende que o círculo
a colocar exija contacto com pelo menos dois elementos da configuração, círculo já colocado ou
lado do retângulo.
Na figura 5.1 vemos uma ilustração do conceito de buraco identificado pelos círculos a som-
breado.
Figura 5.1: Alguns buracos disponíveis para nova colocação
Como se verifica na figura, os círculos a sombreado são alguns dos ’buracos’ possíveis.
No artigo, os autores abordam as experiências humanas para a resolução desse problema, ou
seja, se se observar, vê-se que intuitivamente a colocação dos círculos é feita a partir de prioridades
de posições. O benefício da colocação de objetos em diferentes posições de um recipiente é, então,
diferente. Concluiu-se que as posições de canto possuem maior valor do que as laterais e estas,
por sua vez, possuem maior valor que as do meio.
No fundo, estes algoritmos têm por base as seguintes definições:
• Configuração: Sendo M o conjunto de círculos já colocados no retângulo, dados n círculos
a colocar, e |M|= m, a configuração C é um padrão inicial, com m (≥ 2) círculos já coloca-
dos no retângulo sem que haja sobreposição, e n-m círculos ainda por colocar no retângulo.
Ou seja, a configuração, é o posicionamento de pelo menos dois círculos (dois colocados
inicialmente como brevemente se verá) dentro do retângulo.
A configuração é bem sucedida se n = m, ou seja, quando todos os círculos são colocados
no retângulo sem sobreposição.
A configuração é mal sucedida se m < n, ou seja, se houver círculos fora do retângulo
que não possam ser colocados no seu interior sem que haja sobreposição com os círculos
anteriormente colocados.
• Colocação de canto: Dada uma configuração C, uma colocação de canto do círculo ci, é
o local onde esse mesmo círculo, ao ser colocado dentro do retângulo, esteja em contacto
com dois itens da configuração (círculos já colocados no interior do retângulo, ou lados do
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mesmo), sem que haja sobreposição com nenhum dos círculos já posicionados. Esses dois
itens não têm de estar necessariamente em contacto um com o outro.
Uma colocação de canto é representada por p(ci,x,y) que representa o posicionamento do
círculo ci, nas coordenadas (x,y).
• Grau de buraco de uma colocação de canto: Seja p(ci,x,y) uma colocação de canto, u
e v dois itens em contacto com ci quando este colocado em (x,y). O grau de buraco λ da
colocação de canto é definido por λ = (1− dminri ), sendo que ri representa o raio de ci e dmin
a distância mínima de ci a outros elementos da configuração excluindo u e v.
Pode-se desde já verificar que: para dmin=0 tem-se que λ = 1, ci toca em mais do que dois
itens, ou seja, ocupa um ’buraco’ completo; caso contrário λ < 1.
• Regra do grau máximo do buraco:A colocação de canto p(ci, x, y) com maior λ é seleci-
onada e ci é colocado na posição (x,y).
De acordo com estas definições, foram então propostos dois algoritmos, dos quais se apresenta
o fluxograma correspondente para mais fácil compreensão.
Em baixo encontra-se o algoritmo B1.0Core e B1.0 em pseudo-código, retirado de [1], e nas
figuras 5.3 e 5.2 os fluxogramas de, B1.0Core e B1.0 respetivamente, para uma melhor compreen-
são dos mesmos.
Procedimento B1.0(I) [1]
Begin
for k := 1 to n−1 do
for l : = k+1 to n do
gerar uma configuração inicial C colocando os círculos k e l dentro do retângulo;
gerar a lista de cantos L;
if (B1.0Core(C,L) retornar uma configuração bem sucedida)
then parar com sucesso;
endfor
endfor
parar com falha;
End.
Procedimento B1.0Core(C,L)
Begin
while (existem cantos disponíveis em L) do
for (cada colocação de canto p(ci, x, y)) do
calcular o grau do buraco lambda, beneficio(p(ci, x, y)):= λ ;
endfor
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selecionar a colocação de canto p(ci, x, y)com maior benefício;
modificar C colocando ci em (x, y);
modificar L;
endwhile
return C;
End.
O algoritmo B1.0, que utiliza a função B1.0Core, testa a configuração possível para cada con-
junto de dois círculos escolhidos. Basicamente, testa todas as configurações possíveis, começando
sempre por uma configuração inicial, com um círculo no canto inferior esquerdo (k) do retângulo,
e um segundo (l) encostado ao primeiro círculo, a um lado do contentor. Ou seja, inicialmente são
colocados dois círculos no retângulo e é gerada uma configuração inicial C e uma lista de cantos
disponíveis L.
Enquanto houver cantos por preencher na lista L, para cada círculo fora do retângulo é calcu-
lado o λ em todas as colocações de canto possíveis. Escolhe-se a colocação de canto p(ci, x, y)
mais benéfica, ou seja, com maior λ . O círculo ci é então posicionado em (x, y), C é atualizado
bem como L. Quando todos os cantos da lista L tiverem sido preenchidos, a configuração C resul-
tante é retornada e verifica-se se todos os círculos estão no interior do retângulo. Caso não tenham
sobrado círculos por colocar a configuração é bem sucedida e o programa para.
Caso contrário, o círculo inicial é testado com o círculo seguinte. O programa continua a
correr até que todos os pares de círculo tenham sido testados. Se, mesmo assim, não for retornada
nenhuma configuração válida, o programa para com falha.
Note-se que nos dois casos, configuração bem sucedida ou falha, L ficará vazia. Depois de
colocar o círculo ci, a lista L das colocações de canto é modificado da seguinte forma:
• São removidas todas as colocações que envolvem ci;
• São removidas todas as colocações inviáveis, ou seja, colocações em que o círculo envolvido
se sobrepõe a ci;
• O λ das colocações remanescentes são calculados novamente;
• Se um círculo fora do retângulo pode ser colocado dentro do retângulo, sem sobreposição
e de modo a que toque ci e um elemento do sistema, criar uma nova colocação de canto,
colocá-la em L, e calcular o λ da nova colocação.
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Figura 5.2: Fluxograma correspondente ao algoritmo B1.0
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Figura 5.3: Fluxograma correspondente ao algoritmo B1.0Core
O algoritmo B1.5, é um melhoramento ao B1.0, chegando até a utilizar uma função do primeiro
algoritmo (B1.0Core) no seu processo. Segundo os autores, em [1], este algoritmo relaciona o
espaço livre com os círculos a colocar, garantindo melhores resultados que o B1.0. Dada uma
configuração inicial , B1.0 foca-se apenas na relação entre os círculos já dentro do retângulo e o
círculo a ser colocado. Não examina a relação entre os círculos que estão fora do retângulo.
O funcionamento de B1.5 é idêntico ao B1.0, porém quando não consegue uma configuração
bem sucedida, antes de testar outra configuração inicial, utiliza outro critério para selecionar o
círculo seguinte, a densidade. Ou seja, de maneira a avaliar mais globalmente o benefício de uma
colocação de canto. Para melhorar B1.0, utiliza-se o resultado obtido por B1.0Core na obtenção
de um outro algoritmo, B1.5.
Este novo algoritmo examina cada colocação de canto usando B1.0Core numa cópia C’ e
repetindo o procedimento para todos os cantos de cada círculo que se encontra por colocar. Coloca
o círculo que está a ser examinado dentro de uma cópia C’ da configuração inicial e, de seguida,
aplica novamente B1.0Core até alcançar uma configuração final. Se a configuração final for bem
sucedida o programa B1.5 para; Caso contrário, a densidade da configuração final obtida é utilizada
para definir o benefício da colocação de canto examinada. A densidade representa a relação entre
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as superfícies totais dos círculos dentro do contentor e a superfície total do contentor.
Caso restem círculos por colocar, e depois de examinar todas as colocações possíveis de cada
canto com a configuração inicial C, o algoritmo executa a colocação com o benefício máximo, ou
seja, escolhe para ser colocado como ’próximo círculo’ em C o círculo que garantiu um C’ com
maior densidade. Calcula, então, para cada C’ o espaço ocupado na configuração. O círculo ci no
canto j que cumpra esse requisito, será o escolhido para ser colocado na configuração C e voltando
depois a calcular o C’ para todos os cantos de cada círculo disponível.
Assim como B1.0, B1.5 testa todos os pares de círculos antes de parar com falha. Como não se
limita ao círculo com maior λ para a próxima colocação em C, este algoritmo é mais abrangente,
encontrando mais soluções.
Em baixo encontra-se o algoritmo em pseudo-código, retirado do artigo, e nas figuras 5.4 e
5.5, respetivamente os fluxogramas da função B1.5Core e do algoritmo B1.5 elaborados para uma
melhor compreensão dos mesmos (B1.0Core foi exemplificado na figura 5.3):
Procedimento B1.5(I) [1]
Begin
for k := 1 to n−1 do
for l := k+1 to n do
gerar uma configuração inicial C colocando os círculos k e l dentro do retângulo;
gerar a lista de cantos L;
if (B1.5Core(C,L) retornar uma configuração bem sucedida)
then parar com sucesso;
endfor
endfor
parar com falha;
End.
Procedimento B1.5Core(C,L)
Begin
while (existem cantos disponíveis em L) do
for (cada colocação de canto p(ci, x, y)) do
criar cópias C’ e L’ de C e L;
modificar C’ colocando o círculo ci em (x,y);
modificar L’;
C’=B1.0Core(C’, L’);
if (C’ for bem sucedido)
then return C’;
else benefício(p(ci, x, y)):=densidade(C’));
endfor;
selecionar a colocação de canto p(ci, x, y) com maior benefício;
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modificar C colocando ci em (x, y);
modificar L;
endwhile
return C;
End.
Figura 5.4: Fluxograma correspondente ao algoritmo B1.5Core
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Figura 5.5: Fluxograma correspondente ao algoritmo B1.5
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5.2 Proposta de resolução
Antes de se propor uma resolução para o problema em questão, vai-se apresentar uma solução
para os seguintes três sub-problemas (nesta primeira abordagem não será posto em questão o
tempo de execução nem o custo computacional das mesmas):
1. Consideram-se n cilindros com alturas iguais, e diâmetros potencialmente distintos a ser
posicionados num contentor da melhor forma possível e sem nunca ultrapassar o peso limite
(28,6 ton).
2. Consideram-se n cilindros com alturas e diâmetros potencialmente distintos a ser posicio-
nados num contentor, ocupando o espaço da melhor forma possível, podendo existir empi-
lhamento (um cilindro em cima de outro), num máximo de dois cilindros por empilhamento
(dois ’pisos’).
3. Consideram-se n cilindros com diâmetros potencialmente distintos a ser posicionados em Q
contentores, da melhor forma possível
É conveniente, agora, definir mais algumas variáveis, e redefinir outras:
• PesoT: peso total de carga no contentor;
• h: altura do cilindro;
• T: lista de todos os cilindros por colocar no contentor;
• pi(ci,x,y), o canto pi onde é colocado o cilindro ci, com raio ri, altura hi na posição (x,y);
• Q: número de contentores necessários para a carga;
5.2.1 Posicionamento de cilindros de alturas iguais e diâmetros distintos, sem em-
pilhamento
Para abordagem deste problema decidiu-se fazer uma adaptação ao algoritmo guloso B1.5,
sendo que esta alteração deverá possibilitar o algoritmo a ter um critério de paragem quando o
peso total neste contentor estiver o mais próximo possível do peso máximo do mesmo.
Considera-se que o volume específico médio é de 1,75 ( m
3
ton ) e que o peso máximo a colocar
num único contentor não poderá ultrapassar as 28,6 toneladas. Sendo que no algoritmo B1.5
apresentado, o critério de paragem é a não existência de círculos por colocar (fora do retângulo),
na adaptação, este critério de paragem deixará de ser válido já que, neste caso, quer-se que o
contentor tenha o maior peso de carga possível.
O algoritmo, descrito pelos fluxogramas seguintes terá então, como já mencionado, uma forte
inspiração no B1.5, alterando o critério de paragem e obrigando a que este obtenha pelo menos
uma solução possível (algo não contemplado no B1.5).
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Figura 5.6: Fluxograma da função teste_peso
Para testar o peso total da configuração atual, utiliza-se a função descrita na figura 5.6.
Esta função de teste de peso verifica se a configuração C com o cilindro adicionado ultrapassa
o peso máximo permitido no contentor. Caso ultrapasse, o cilindro é dado como não válido,
retornando essa informação. Se não ultrapassar o peso máximo, o cilindro é dado como válido
retornando essa informação juntamente com o peso total (já com o cilindro adicionado).
Quer-se que o critério de paragem seja, numa primeira instância, o peso do contentor e, numa
segunda instância, uma configuração bem sucedida para o contentor. Tendo uma lista inicial de
todos os cilindros a colocar no contentor e eliminando dessa lista todos aqueles que ultrapassem o
peso na configuração, obtém-se uma solução gulosa de um posicionamento no contentor com um
peso máximo admissível.
A adaptação apresentada para ao conseguir colocar todos os cilindros no contentor. Porém, se
isso não for possível, compara cada configuração intermédia com a configuração auxiliar (Cmax),
que inicialmente se encontra sem cilindros, correndo todas as configurações possíveis.
Este algoritmo só por sorte apresentará a solução ótima (já que é um algoritmo guloso), mas
espera-se, que apresente uma solução rápida e aceitável. Para aplicar esta função, será necessário,
portanto, adaptar o B1.0Core, B1.5Core e o B1.5. Essa adaptação está representada pelas figuras
5.7, 5.8 e 5.9, respetivamente.
O algoritmo B1.0Core_peso terá funcionamento idêntico ao B1.0Core, porém testa cada cilin-
dro novo colocado na configuração e caso este ultrapasse o peso, não será colocado.
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Figura 5.7: Fluxograma de B1.0Core_peso
Relativamente ao B1.5Core_peso (figura 5.8) e B1.5_peso (figura 5.9), tal como o B1.0Core_peso,
testam cada cilindro novo a colocar e caso este ultrapasse o peso máximo, não será colocado.
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Figura 5.8: Fluxograma de B1.5Core_peso
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Figura 5.9: Fluxograma de B1.5_peso
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Uma outra abordagem possível poderia passar por, simplesmente, pesar cada solução final
apresentada, sendo previsivelmente um processo mais simples de implementação, porém mais
lento a encontrar soluções.
5.2.2 Posicionamento de cilindros de alturas e diâmetros distintos, com empilha-
mento
Este problema é tridimensional, visto que se pretende que sejam posicionados cilindros com
alturas e diâmetros diferentes. Parte-se para a adaptação do algoritmo B1.5 com as seguintes
condições:
• A configuração poderá ter no máximo dois pisos;
• Um cilindro no segundo piso apenas poderá estar assente num só cilindro (do piso inferior);
• Cada cilindro colocado no piso de cima, terá de ter obrigatoriamente um diâmetro menor do
cilindro de baixo.
Pode-se agora adaptar o algoritmo para o problema tridimensional em questão, propondo se-
guir um dos seguintes procedimentos:
1. A cada colocação de cilindro no contentor, verificar a existência de um cilindro com diâme-
tro menor e em que a soma das alturas seja menor que 2,695 metros;
2. Efetuar todos os conjuntos de dois cilindros possíveis com soma de alturas próximas de
2,695 metros, e em que o cilindro de cima tenha um menor diâmetro que o de baixo.
A segunda abordagem torna-se computacionalmente mais exigente e previsivelmente sem re-
sultados significativamente melhores. O facto de se efetuar todos os conjuntos de empilhamento
possíveis antes da colocação, torna o número de cilindros a analisar mais vasto, o que resulta numa
resposta mais lenta de execução do algoritmo.
Opta-se portanto pela primeira abordagem, utilizando para isso a função de teste de segundo
piso ilustrada na figura 5.10. Esta função verifica se existe algum cilindro, c j, que tenha possibi-
lidade de ser empilhado em cima do cilindro ci em teste. Caso seja possível, coloca esse cilindro
em cima, e elimina-o da lista T (lista total de cilindros por colocar). Esta função de empilha-
mento verifica a existência de algum cilindro da lista que tenha altura tal, que permita preencher
o máximo possível a altura do contentor. Caso exista mais que um cilindro que se enquadre nos
requisitos do problema, será escolhido o cilindro com maior peso (já que é o objeto de estudo em
cada contentor).
Nas figuras seguintes estão representadas as adaptações das funções B1.0Core e B1.5Core, e do
algoritmo B1.5 ao problema, respetivamente B1.0Core_empilhamento (figura 5.11), B1.5Core_empilhamento
(figura 5.12) e B1.5_empilhamento (figura 5.13).
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Figura 5.10: Fluxograma da função teste_empilhamento
A adaptação decidida baseia-se em testar o empilhamento a cada cilindro colocado em baixo
(primeiro piso), ou seja, verificar se existe algum cilindro por colocar, com menor diâmetro, que
permita preencher a altura do contentor o melhor possível.
A função B1.0Core_empilhamento, sempre que coloca um novo cilindro na base, testa a exis-
tência de um segundo piso utilizando a função de teste de empilhamento (Teste_Empilhamento).
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Tal como a função B1.0Core_empilhamento, a função B1.5Core_empilhamento e o algoritmo
B1.5_empilhamento sempre que colocam um novo cilindro na base, testam a existência de um
segundo piso utilizando a função de teste de empilhamento (Teste_Empilhamento).
A atualização da lista T refere-se à eliminação, da lista, do cilindro colocado em cima.
Figura 5.11: Fluxograma de B1.0Core_empilhamento
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Figura 5.12: Fluxograma de B1.5Core_empilhamento
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Figura 5.13: Fluxograma de B1.5_empilhamento
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5.2.3 Posicionamento de cilindros de diâmetros distintos, sem empilhamento, em Q
contentores
O objetivo deste problema é empilhar todos os cilindros com iguais alturas e diâmetros dis-
tintos, contidos numa lista T, devolvendo o número Q de contentores necessários para efetuar a
carga.
O algoritmo deverá iniciar com zero contentores e, sempre que encontre uma configuração
bem sucedida, deverá iniciar nova pesquisa, com um novo contentor, incrementando o número de
contentores Q utilizados.
Nesta adaptação, com número Q de contentores, não será necessária nenhuma função nova
a ser utilizada no algoritmo, pois, como se poderá observar, optou-se por uma adaptação de
B1.0Core, B1.5Core e B1.5, respetivamente B1.0Core_contentor (figura 5.14), B1.5Core_contentor
(figura 5.15) e B1.5_contentor (figura 5.16).
Figura 5.14: Fluxograma de B1.0Core_contentor
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Figura 5.15: Fluxograma de B1.5Core_contentor
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Figura 5.16: Fluxograma de B1.5_contentor
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A configuração será bem sucedida se colocar todos os cilindros. Caso não seja possível a co-
locação de todos os cilindros, depois de percorrer todas as configurações possíveis, a configuração
colocada no contentor será a que colocar mais cilindros. Para se aferir a melhor configuração
possível, utiliza-se uma variável de comparação (cmax) que será atualizada sempre que numa con-
figuração não existam mais cantos, ou B1.5Core_contentor coloque todos os cilindros.
Depois de colocados os cilindros da melhor configuração (ou primeira bem sucedida encon-
trada), o algoritmo deve reiniciar as iterações para novo contentor com os restantes cilindros.
5.2.4 Posicionamento de n cilindros de diâmetros diferentes em Q contentores, com
empilhamento
Após se apresentarem os métodos de resolução para os três casos especiais anteriores (em
5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3), propõe-se agora uma solução integrada para o problema de posicionamento
proposto no início do capítulo.
Recorde-se que se trata de resolver um problema de posicionamento de n cilindros com alturas
e diâmetros distintos, com empilhamento (no máximo dois cilindros por pilha), em Q contentores,
não ultrapassando 28,6 toneladas de carga por contentor.
Comparando este problema com os três anteriormente abordados, pode facilmente concluir-se
que será um aglomerado das três abordagens, juntando todas as variáveis de decisão destas.
Optou-se por uma abordagem geral no sentido de maximizar a carga para cada contentor in-
dividualmente, sendo previsível que resulte num número de contentores usados muito próximo
do mínimo possível. A minimização ’exata’ do número de contentores consistirá, certamente,
num problema de resolução complicada, dada a sua natureza altamente combinatória. E também
implicaria tempos elevados de computação. Assim, e mais uma vez, o que se pretende é o desen-
volvimento de algoritmos dedicados simples, mas que permitam obter resultados muito aceitáveis
face a uma resolução ’manual’.
Comparando com os três problemas anteriores, que se focam apenas num aspeto do sistema,
esta questão foca-se em várias características. Então, como este problema se torna computacio-
nalmente mais exigente, é importante ponderar com qual dos algoritmos (B1.0 ou B1.5), à partida,
se obterá melhores resultados.
Por análise dos algoritmos, será previsível que a adaptação do algoritmo B1.0 reduza o custo
computacional bem como do tempo de execução e, consequentemente, o tempo para se obter uma
solução. Por outro lado, é previsível que se obtenha um bom resultado, podendo até ser possível,
em casos muito especiais, o resultado ótimo para alguns contentores.
Já a adaptação do algoritmo B1.5 resultará, à partida, num custo computacional mais exigente.
Como o B1.5 utiliza a função B1.0Core para testar cada um dos cantos de cada um dos círculos
por colocar, enquanto o B1.0 só analisa o canto com menor λ , é previsível também que o tempo
de execução do B1.5 seja superior já que analisa mais particularidades do sistema.
Será, então, de interesse a adaptação dos dois algoritmos, para desta forma se confirmar o
previsto, e se verificar se os resultados obtidos com um custo computacional e tempo de execução
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bastante mais elevados resultam numa solução de melhor qualidade. Ou seja, com a análise da
adaptação dos dois algoritmos será possível avaliar se a qualidade da solução obtida compensa o
seu tempo de resolução.
Para ambas as adaptações será necessário utilizar uma função que garanta que o peso máximo
do contentor não seja ultrapassado e outra que possibilite o empilhamento. A função que garante
que o peso máximo da carga do contentor não seja ultrapassado será a função correspondente
à figura 5.6 indicada em 5.2.1. Já a função que indica se é possível o empilhamento será uma
adaptação do algoritmo da figura 5.10 indicada em 5.2.2. A função teste_empilhamento_tri (
figura 5.17) verifica se será possível empilhar algum cilindro e testa a possibilidade do peso total
da configuração, colocando esse cilindro, ultrapassar o peso total admissível. Caso ultrapasse esse
peso será escolhido o seguinte cilindro com maior peso, caso o peso máximo não seja ultrapassado
o cilindro é colocado e eliminado da lista T.
Figura 5.17: Fluxograma da função teste_empilhamento_tri
Começa-se então pela adaptação ao algoritmo B1.0 e B1.0Core, que resulta nos algoritmos
B1.0_tri e B1.0Core_tri, respetivamente figuras 5.18 e 5.19.
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Figura 5.18: Fluxograma de B1.0Core_tri
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Figura 5.19: Fluxograma de B1.0_tri
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O algoritmo de B1.0_tri (figura 5.19) testa um par de cilindros colocados inicialmente num dos
cantos do contentor, verificando em primeiro lugar se a colocação de cada um destes não excede
o peso total de carga do contentor. De seguida, verifica a existência de um cilindro que permita o
empilhamento em cima de cada um dos dois cilindros testados.
O algoritmo prossegue definindo C e calculando L para depois serem tratados em B1.0Core_tri
(figura 5.18). Esta função calcula o grau da colocação de canto para cada cilindro por colocar e
atualiza a configuração C colocando sucessivamente o cilindro que garanta um maior λ . Assim
que todos os cilindros sejam testados, B1.0_core retorna a configuração C resultante. Recebendo
a configuração proposta por B1.0Core_tri, B1.0_tri verifica a existência de cilindros por colocar,
caso não existam cilindros por colocar o processo termina bem sucedido. Caso existam cilindros
por colocar, inicia-se novo posicionamento para outro contentor. Se depois do teste da execução
do programa algum cilindro ficar por colocar, o programa devolve os contentores calculados e
retorna falha por não colocação de um dos cilindros. Esta falha apenas ocorre se existir algum
cilindro que, por si só, tenha um peso superior ao peso máximo de carga no contentor.
A adaptação da função B1.5 (B1.5_tri e B1.5Core_tri) utilizará as mesmas funções de teste de
peso e empilhamento que as utilizadas em B1.o_tri. Mais uma vez, a procura da melhor densidade
do B1.5 corresponderá à procura do melhor peso no B1.5_tri.
Como sabido, o algoritmo B1.5_tri deverá maximizar o peso da carga de cada contentor. Se-
guindo o algoritmo B1.5, este deve colocar dois cilindros iniciais numa configuração, e de seguida
iterar a colocação dos restantes cilindros. Caso não seja possível colocar todos os cilindros den-
tro do contentor, coloca o cilindro que permite a maior densidade da configuração final, voltando
depois a iterar o resto dos cilindros com o mesmo método de seleção.
Sendo que o objetivo é maximizar o peso e não o espaço útil, é redundante escolher primeira-
mente dois cilindros iniciais para de seguida obter o melhor peso possível com essa configuração,
verificando a existência de outro par de cilindros que satisfaça um maior peso final. Esta resultará
num tempo de execução do algoritmo mais elevado (sem grandes ou nenhumas melhorias).
A solução passará por, logo de início, maximizar o peso no primeiro cilindro a ser colocado.
Para isso aplica-se a função B1.5Core_tri com o contentor vazio, ou seja, a configuração inicial
corresponderá apenas aos lados da base do contentor.
Com este método o primeiro cilindro colocado terá quatro cantos igualmente vantajosos (exce-
tuando um cilindro com diâmetro de 2.35, neste caso os casos igualmente vantajosos serão dois),
ou seja, com o mesmo λ . Neste caso a solução passa por escolher um dos cantos ao acaso (já que
resultam na mesma vantagem) e prosseguir a execução do algoritmo. As figuras 5.20a e 5.20b
exemplificam, respetivamente os cantos igualmente vantajosos para d 6= 2,35 m e para d = 2,35
m .
De modo a efetuar uma relação sobre o tempo de execução de ambos os algoritmos, é possível
apurar o número provável de iterações necessárias para o melhor (quando logo à primeira os
cilindros são colocados num único contentor) ou pior caso (quando apenas na última iteração os
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(a) para d 6= 2,35 (b) para d = 2,35
Figura 5.20: Cantos igualmente mais vantajosos na primeiro colocação
cilindros são colocados num único contentor sem que nenhum cilindro seja empilhado) utilizando
cada um dos métodos. Para o melhor caso ambos os algoritmos apenas necessitam de uma iteração,
porém para o pior caso seguindo o algoritmos B1.5 original o número de iterações (nit) é dado por
(5.1):
nit = 4×Cn2× (n−2)!⇔ nit = 4×
n!
2!× (n−2)! × (n−2)!⇔ nit = 2×n! (5.1)
Já para o novo método a número de iterações para o pior caso é dado por (5.2):
nit = n! (5.2)
A equação 5.1 na aplicação do B1.5Core estuda os quatro cantos de cada cilindro (mínimo na
maior parte dos casos) dos cilindros por colocar (n−2), depois de serem colocados dois cilindros
(no pior caso todos os conjuntos de cilindros são testados, Cn2).
É, portanto, notória a vantagem do segundo método, que poderá ser duas vezes mais rápido
que seguindo na íntegra o B1.5.
O tempo de execução é diretamente proporcional ao número de iterações necessárias, no en-
tanto terá de se ter em conta que o tempo de execução também é afetado pelo tamanho das estru-
turas em causa. Quanto maior o número de cilindros, maior o tamanho das estruturas a iterar (lista
L, configurações a ter em conta, etc.).
Por outro lado, o algoritmo B1.5 prevê uma resposta binária (ou encontra solução ou falha),
visto que está preparado para que o número de círculos sejam colocáveis sem reposição no retân-
gulo. Neste caso, como a lista de cilindros a ser colocada poderá ser extensa, sendo necessário o
recurso a vários contentores (como no problema 5.2.3 apresentado atrás), não terá lógica que falhe
ao não conseguir alocar todos os cilindros num primeiro contentor.
Logo, o funcionamento de B1.5_tri será baseado no B1.5, tendo por isso um comportamento
dentro da mesma linha porém com a ressalva atrás enunciada.
Como o algoritmo pretende responder a um problema tridimensional, o cálculo da densidade
no B1.5Core_tri será através do peso, ou seja, a densidade representará a relação entre o peso total
da carga dentro do contentor e o peso máximo do contentor.
B1.5_tri também tenta colocar cilindros por empilhamento (como no problema 5.2.2 apresen-
tado atrás). Este é, aliás, o fator que torna este caso num problema tridimensional. O algoritmo
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verifica a existência de um cilindro que possa ser colocado em cima de um outro já presente na
configuração (respeitando a altura e o diâmetro máximo). Caso exista mais que um cilindro com
estas caraterísticas, será escolhido o cilindro com maior peso.
Este algoritmo (B1.5_tri) responde então ao problema proposto, pois coloca n cilindros de
diferentes alturas e diâmetros em Q contentores.
As figuras 5.21 e 5.22 mostram a adaptação do algoritmo B1.5 ao problema proposto, respeti-
vamente B1.5_tri e B1.5Core_tri.
Figura 5.21: Fluxograma de B1.5_tri
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Figura 5.22: Fluxograma de B1.5Core_tri
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O algoritmo B1.5_tri inicia, como em cima explicado, a pesquisa de qual a configuração que
garante maior peso efetuada em B1.5Core_tri logo sobre os cantos resultantes dos lados dos con-
tentores (exemplificados na figura 5.20). A função possibilitará, assim, que cada contentor tenha
a configuração que resulte no maior peso possível.
A função B1.5Core_tri testa o resultado da configuração proposta por B1.0Core_tri de cada
colocação de canto correspondente a cada cilindro (cada cilindro terá várias colocações de canto).
Caso B1.0Core_tri coloque todos os cilindros no contentor, B1.5Core_tri retorna C. Caso con-
trário, a pesquisa será reinicializada já com o cilindro que resultou num maior peso de carga
(calculado na iteração anterior) adicionado na configuração.
Assim que é retornada alguma configuração, B1.5_tri verifica se existem cilindros por colocar
e, caso isso se verifique, recomeça a pesquisa com um novo contentor. Depois de testados todos
os cilindros e caso sobrem cilindros por colocar, tal como em B1.0_tri, retorna falha por não
colocação de pelo menos um dos cilindros e devolve os contentores resultantes.
É previsível que os primeiros contentores calculados contenham as configurações compostas,
em maioria, pelos cilindros mais pesados (e volumosos), e que os últimos contentores calculados
sejam compostos pelos cilindros, na sua maioria, menos pesados.
5.3 Resultados obtidos
Nesta secção apresentam-se os principais resultados computacionais obtidos na resolução do
problema 5.2.4. Para tal foram utilizados os algoritmos B1.0_tri e B1.5_tri. Depois de imple-
mentados os algoritmos em Matlab, utilizando um computador pessoal com um processador Intel
Core2 Duo de 2,80 GHz com 4 GB de memória RAM e foram realizados testes de modo a aferir
resultados e o tempo de execução.
Realizaram-se então testes para dez, quinze, vinte, vinte e cinco, trinta, trinta e cinco, quarenta
e cinquenta cilindros de modo a aferir o comportamento das aplicações. Comparando os dois
algoritmos, verificou-se os resultados obtidos são idênticos.
Foi utilizada a tabela A.1 (que poderá ser consultada em anexo) A obtendo-se os resultados
descritos na tabela 5.1 após execução do algoritmo B1.0_tri.
Tabela 5.1: Resultados obtidos aplicando o algoritmo B1.0_tri
no de cilindros Tempo de execução (segundos) no de contentores utilizados
10 5,1 1
15 8,5 2
20 17,7 2
25 27,0 3
30 39,5 4
35 53,2 4
40 72,3 4
50 123,4 6
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Na tabela 5.2 estão representados os resultados obtidos após execução do programa B1.5_tri.
Tabela 5.2: Resultados obtidos aplicando o algoritmo B1.5_tri
no de cilindros Tempo de execução (segundos) no de contentores utilizados
10 29,3 1
15 529,7 2
20 1 829,5 2
25 4 814,9 3
30 13 708,5 4
35 19 236,1 4
40 34 798,3 5
50 93 931,0 6
Observando as tabelas a cima, pode concluir-se que o algoritmo B1.0_tri é muito mais rápido
que o B1.5_tri. O primeiro demora alguns minutos (cerca de dois) para efetuar a pesquisa para um
número de cinquenta cilindros, já o segundo, demorará várias horas (vinte e seis).
Nas imagens abaixo será possível visualizar as configurações resultantes da aplicação de am-
bos os algoritmos para o posicionamento dos cilindros. Cada cilindro está identificado com um
número que corresponde ao índice i da tabela A.1. Os cilindros a azul são os posicionados no pri-
meiro piso enquanto que os cilindros a vermelho correspondem aos empilhados no segundo piso.
Na figura 5.23 pode observar-se o posicionamento que o algoritmo B1.0_tri efetuou com dez
cilindros em teste.
(a) Contentor 1
Figura 5.23: Resultados do algoritmo B1.0_tri para dez cilindros
Na figura 5.24 pode observar-se o posicionamento final após execução do algoritmo B1.5_tri
para dez cilindros.
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(a) Contentor 1
Figura 5.24: Resultados do algoritmo B1.5_tri para dez cilindros
Observando as duas figuras (5.23 e 5.24) que representam a distribuição de dez cilindros depois
de aplicar cada um dos algoritmos, pode verificar-se que ambos os algoritmos posicionaram os dez
cilindros num único contentor, sendo que B1.5_tri demora quase seis vezes mais.
Este teste, o mais básico e de menor relevância, ainda não permite tirar grandes conclusões
sobre a discrepância de tempos de execução, contudo, permite que se tire uma conclusão inicial
quanto ao posicionamento proporcionado por cada algoritmo. Verifica-se que B1.5_tri posiciona
os dez cilindros com apenas dois empilhamentos, já B1.0_tri recorre a três empilhamentos para
colocar o mesmo número de cilindros.
Nas figuras 5.25 e 5.26 estão representados os posicionamentos resultantes da aplicação dos
algoritmos B1.0_tri e B1.5_tri respetivamente, numa gama de quinze cilindros em estudo.
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.25: Resultados do algoritmo B1.0_tri para quinze cilindros
Observando os resultados obtidos após testes com quinze cilindros, verifica-se que são uti-
lizados em ambos os casos dois contentores. Pode observar-se nas figuras 5.25a e 5.26a que
embora em ambos os casos sejam colocados dez cilindros, B1.0_tri consegue alocar maior peso
que B1.5_tri.
O tempo de execução de B1.5_tri é cerca de sessenta e duas vezes maior que B1.0_tri.
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.26: Resultados do algoritmo B1.5_tri para quinze cilindros
Nas figuras 5.27 e 5.28 poderá observar-se o posicionamento resultante da aplicação dos algo-
ritmos B1.0_tri e B1.5_tri respetivamente, para uma gama de vinte cilindros.
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.27: Resultados do algoritmo B1.0_tri para vinte cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.28: Resultados do algoritmo B1.5_tri para vinte cilindros
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É possível observar-se que, mais uma vez, ambos os casos resultam numa colocação da gama
de cilindros em estudo no mesmo número de contentores, sendo que o tempo de execução de
B1.0_tri será mais uma vez muito inferior. Verifica-se também que B1.5_tri consegue posicionar
um maior número de cilindros no primeiro contentor (5.28a) que B1.0_tri (5.27a).
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3
Figura 5.29: Resultados do algoritmo B1.0_tri para vinte e cinco cilindros
Nas figuras 5.29 e 5.30 poderão ser observados os resultados obtidos após execução de B1.0_tri
e B1.5_tri respetivamente, para uma gama de vinte e cinco cilindros.
Observa-se que foram utilizados o mesmo número de contentores em ambos os casos e, mais
uma vez, a diferença do tempo de execução dos dois algoritmos é bastante significativa.
Em relação ao tempo de execução, observa-se que B1.5_tri demora cerca de uma hora e vinte
minutos, enquanto que B1.0_tri não ultrapassa os vinte e sete segundos. Esta é já uma diferença
de tempos bastante significativa que, resultando no mesmo número final de contentores, permitirá
prever qual o algoritmo mais vantajoso nesta situação.
Nas figuras 5.31 e 5.32 poderá observar-se a resposta do sistema quando executados, respeti-
vamente B1.0_tri eB1.5_tri numa gama de trinta cilindros.
Mais uma vez o tempo de execução de B1.5_tri é significativamente maior que o de B1.0_tri,
obtendo ambos resultados idênticos. Ambos resultam em quatro contentores finais.
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3
Figura 5.30: Resultados do algoritmo B1.5_tri para vinte e cinco cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
Figura 5.31: Resultados do algoritmo B1.0_tri para trinta cilindros
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
Figura 5.32: Resultados do algoritmo B1.5_tri para trinta cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
Figura 5.33: Resultados do algoritmo B1.0_tri para trinta e cinco cilindros
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Nas figuras 5.33 e 5.34 poderá observar-se o posicionamento dos trinta e cinco cilindros re-
sultante da aplicação dos algoritmos B1.0_tri e B1._tri respetivamente. Na figura 5.34 poderá
observar-se o posicionamento dos trinta e cinco cilindros em estudo efetuado por B1.5_tri.
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
Figura 5.34: Resultados do algoritmo B1.5_tri para trinta e cinco cilindros
Comparando os posicionamentos efetuados, vemos que em 5.34a foram colocados nove cilin-
dros, mais dois que em 5.33a, com consequente peso de carga mais elevado. Porém, no resto dos
contentores o peso de carga é equivalente.
Mais uma vez, os resultados são idênticos (em ambos os casos foram utilizados quatro con-
tentores) e os tempos de execução assumem uma diferença muito significativa. Enquanto que
B1.0_tri posiciona os cilindros em cerca de cinquenta e três segundos, o tempo de execução de
B1.5_tri ultrapassa as cinco horas, demorando aproximadamente cinco horas e vinte minutos.
Nas figuras 5.35 5.36 poderão ser observadas as respostas do sistema composto por quarenta
cilindros aos algoritmos B1.0_tri e B1.5_tri respetivamente. Para este número de cilindros, é
possível aferir que o B1.0_tri apresenta resultados mais vantajosos, quer em tempo de execução
como em número de cilindros utilizados. Para além de posicionar os quarenta cilindros em apenas
4 contentores (contra 5 de B1.5_tri), B1.0_tri conclui o posicionamento num tempo de execução
cerca de quatrocentas e oitenta e uma vezes menor que o de B1.5_tri.
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2 (c) Contentor 3
(d) Contentor 4
Figura 5.35: Resultados do algoritmo B1.0_tri para quarenta cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2 (c) Contentor 3
(d) Contentor 4 (e) Contentor 5
Figura 5.36: Resultados do algoritmo B1.5_tri para quarenta cilindros
Nas figuras 5.37 e 5.38 poderão ser observadas as respostas do sistema aos algoritmos B1.0_tri
e B1.5_tri, respetivamente, para um total de cinquenta cilindros.
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
(e) Contentor 5 (f) Contentor 6
Figura 5.37: Resultados do algoritmo B1.0_tri para cinquenta cilindros
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3 (d) Contentor 4
(e) Contentor 5 (f) Contentor 6
Figura 5.38: Resultados do algoritmo B1.5_tri para cinquenta cilindros
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Observando os resultados para uma gama de cinquenta cilindros, verifica-se que são utilizados
em ambas as soluções seis contentores. Pode constatar-se que no primeiro contentor B1.0_tri
posiciona nove cilindros contabilizando um peso total de 18,8144 toneladas, enquanto que B1.5_tri
coloca catorze cilindros num total de 17,5723 toneladas.
Atendendo a estes resultados, pode concluir-se que a adaptação do algoritmo B1.0_tri permite
uma solução mais rápida, simples e adequada. Esta conclusão, porém, poderá ser enganosa, já
que a lista dos cilindros em estudo pode não ter valores minimamente reais (uma vez que são des-
conhecidos os valores de listas de carregamento, diâmetros usuais e é estudado sempre o mesmo
volume específico). O peso das configurações finais colocadas nos contentores não se aproximam,
de todo, do peso de carga considerado normal (que rondará o valor de 27 ton). Esta incongruência
poderá estar relacionada com facto dos cilindros da tabela A.1 não terem dimensões adequadas.
Ou seja, o peso limite (28,6 ton) poderá nunca ter sido atingido por terem sido colocados o má-
ximo de cilindros que caibam no contentor. Convém então, entender a resposta de um sistema com
cilindros de maiores dimensões aos algoritmos propostos.
Sendo que os algoritmos estão preparados para trabalhar com cilindros contendo um volume
específico variável, será também interessante testar esse facto. É previsto que esta análise resulte
num tempo de execução mais elevado para o algoritmo B1.0_tri do que a análise anterior, já que
as dimensões dos cilindros são mais elevadas. Porém no algoritmo B1.5_tri poderá prever-se que
estes testes resultem num tempo de execução menor que o resultante no teste anterior, pois está
preparado para analisar cilindros com maiores dimensões. A amostra total de cilindros em teste
não ultrapassa os vinte cilindros, porém será possível tirar conclusões comparativamente ao teste
anterior.
Os algoritmos B1.0_tri e B1.5_tri serão testados com os valores da tabela A.2 em anexo para
conjuntos constituídos por dez, quinze e vinte cilindros. Obtiveram-se os resultados temporais
descritos nas tabelas 5.3 e 5.4 após execução dos algoritmos B1.0_tri e B1.5_tri respetivamente.
Tabela 5.3: Resultados obtidos após aplicar o algoritmo B1.0_tri
no de cilindros Tempo de execução (segundos) no de contentores utilizados
10 4,6 2
15 10,3 3
20 17,3 4
Tabela 5.4: Resultados obtidos após aplicar o algoritmo B1.5_tri
no de cilindros Tempo de execução (segundos) no de contentores utilizados
10 122,2 2
15 581,8 3
20 1742,3 4
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Nas figuras 5.39 e 5.40 poderão ser observadas as respostas do sistema aos algoritmos B1.0_tri
e B1.5_tri, respetivamente, para uma gama de dez cilindros.
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.39: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.0_tri para dez cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
Figura 5.40: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.5_tri para dez cilindros
Observando ambas as figuras, pode concluir-se que o posicionamento efetuado por ambos
os algoritmos resulta num total de dois contentores. O algoritmo B1.0_tri, com um tempo de
execução que não ultrapassa os cinco segundos, começa por posicionar, no primeiro contentor, seis
cilindros num total de 22,9427 toneladas. O algoritmo B1.5_tri começa por colocar no primeiro
contentor também seis cilindros (21,7895 toneladas), demorando cerca de cento e vinte e dois
segundos.
Nas figuras 5.41 e 5.42 poderão ser observadas as respostas do sistema aos algoritmos B1.0_tri
e B1.5_tri, respetivamente, para uma gama de quinze cilindros.
Mais uma vez, observando as figuras, verifica-se que os resultados dos algoritmos demonstram
ser equilibrados, tanto no número de cilindros colocados como no peso de carga em cada contentor.
Porém, o tempo de execução do algoritmo B1.0_tri é de cerca de dez segundos enquanto que o do
B1.5_tri chega aos quinhentos e oitenta e um segundos (quase dez minutos).
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(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3
Figura 5.41: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.0_tri para quinze cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2
(c) Contentor 3
Figura 5.42: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.5_tri para quinze cilindros
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Nas figuras 5.43 e 5.44 poderão ser observadas as respostas do sistema aos algoritmos B1.0_tri
e B1.5_tri, respetivamente, para uma gama de vinte cilindros.
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2 (c) Contentor 3
(d) Contentor 4
Figura 5.43: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.0_tri para vinte cilindros
(a) Contentor 1 (b) Contentor 2 (c) Contentor 3
(d) Contentor 4
Figura 5.44: Resultados obtidos pelo algoritmo B1.5_tri para vinte cilindros
Neste caso, a aplicação dos algoritmos já obtém resultados ligeiramente distintos. Embora
ambos os algoritmos resultem em quatro contentores, o B1.5_tri coloca seis cilindros tanto no
primeiro como no terceiro contentor e sete cilindros no segundo, ao passo que o algoritmo B1.0_tri
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coloca seis cilindros no primeiro e segundo contentores e sete no terceiro. Ambos os algoritmos
colocam no quarto contentor apenas o cilindro número dezanove.
Os tempos de execução assumem valores de dezassete segundos e vinte e nove minutos quando
aplicados, respetivamente, B1.0_tri e B1.5_tri.
É possível observar-se, com o aumento das dimensões dos cilindros em teste, uma aproxi-
mação de resultados e uma melhoria dos mesmos com o aumento do número de cilindros. Será
então previsto, que B1.5_tri obtenha resultados mais adequados (porém mais demorados) para um
conjunto de cilindros com grandes dimensões, ao passo que B1.0_tri obtém resultados mais ade-
quados quando a gama de cilindros assume menores dimensões. Este resultado deve-se ao facto
do algoritmo B1.0_tri analisar o espaço ocupado pelos cilindros, enquanto que B1.5_tri analisa o
peso dos mesmos.
Também se deverá ter em conta, que a variação do volume específico é um fator decisivo para
a eficiência dos algoritmos, principalmente com questões de limite de peso (que é o caso). Será
de esperar que variações significativas do volume específico traduzam melhores resultados com o
B1.5_tri.
Por outro lado, o objetivo fundamental do B1.5_tri é a maximização do peso versus a maxi-
mização da área ocupada (isto é do raio) correspondente ao B1.0_tri. No entanto, para situações
específicas, isto poderá ser visto como casos idênticos, uma vez que o peso é proporcional ao
volume e o volume quadraticamente proporcional ao raio.
Capítulo 6
Conclusões e Trabalho Futuro
6.1 Satisfação dos Objetivos
O rápido aumento da competitividade no setor industrial tem vindo a impor às empresas um
melhoramento de todos os processos com vista a reduzir ao máximo os custos de produção e
transporte.
Neste sentido, a dissertação desenvolvida pretendia que fossem fornecidos dados que otimi-
zassem ou demonstrassem bons resultados e, para que desta forma, uma empresa real conseguisse
ter uma base para reduzir custos de transporte de rolos de papel. Trata-se então de um caso real
com características muito próprias, que não garantem uma base de estudo muito ampla dentro dos
problemas-tipo de Corte e Empacotamento estudados em IO.
Os objetivos centrais da presente dissertação prendiam-se com a determinação do diâmetro
ótimo de rolos de papel para carregamentos em contentores, e o desenvolvimento de uma aplicação
que permita efetuar uma boa distribuição de um conjunto de cilindros com caraterísticas distintas.
Tal como definido nos objetivos, em resposta ao primeiro problema foi determinado o diâmetro
ótimo e averiguado se o aumento do limite superior para o valor do diâmetro, previamente definido,
traria melhorias significativas à otimização do dito transporte. Em resposta ao segundo problema,
foram adaptados e testados dois algoritmos para gerir o posicionamento de uma lista de cilindros.
Embora a aleatoriedade das tabelas em estudo não permitam melhores resultados em relação
ao peso final das configurações, os resultados obtidos demonstram que os algoritmos propostos
conseguem um bom posicionamento da gama de cilindros em estudo. O algoritmo B1.0_tri tem
um menor tempo de execução e estará indicado para uma gama de cilindros de menores dimensões,
ao passo que B1.5_tri, com um tempo de execução mais elevado, permitirá uma boa colocação para
cilindros de dimensões mais elevadas.
Os tempos de execução dos algoritmos seriam menores se executados por um computador com
caraterísticas mais direcionadas para este tipo de trabalhos.
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6.2 Trabalho Futuro
Sendo que o problema abordado é muito abrangente e recorrente em diversos sectores aca-
démicos e empresariais, espera-se que seja alvo de interesse e consequentes estudos posteriores,
impulsionando um conjunto de desenvolvimentos futuros que deverão surgir como extensões ao
trabalho desenvolvido e resultados obtidos, com vista a expandir o domínio de aplicação do pro-
blema e tornar o mais eficiente possível a sua resolução.
No âmbito da obtenção dos parâmetros a considerar para que se consiga um carregamento
ótimo, os trabalhos futuros poderão passar por considerar questões como o estudo e determinação
do peso dos rolos de papel mais benéfico na otimização do carregamento atentando às variações
do volume específico e a sua influência no diâmetro ótimo.
Se por outro lado o foco for a colocação dos cilindros no interior do contentor, uma análise do
posicionamento do segundo piso poderia ser feita de modo a aferir se a colocação de algum desses
cilindros em baixo acarretaria resultados mais vantajosos.
Ainda em relação ao carregamento dos cilindros, e tendo em conta o facto de se ter conside-
rado no presente estudo o peso como fator decisivo na otimização do carregamento, salienta-se o
interesse de um estudo de problemas de corte e empacotamento ’3D’ direcionado a cilindros de
raios diferentes que permita a otimização da utilização do espaço de forma a minimizar o espaço
desperdiçado.
Também a implementação dos algoritmos numa ferramenta que permita multi-threading, como
por exemplo C, poderia garantir uma maior rapidez.
Por outro lado, mas já numa outra linha de investigação, seria interessante apostar em algorit-
mos mais sofisticados, baseados em alguma meta-heurística, e comparar os resultados alcançados.
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Anexo A
Valores de teste
Tabela A.1: Tabela com valores utilizados no primeiro teste
i Diâmetro (m) Altura (m) Volume específico( m
3
ton )
1 1,2 1,69 1,75
2 1,3 1,2 1,75
3 2 1,4 1,75
4 2,2 1,695 1,75
5 2,3 1 1,75
6 1,5 1,2 1,75
7 1,4 2 1,75
8 1,38 0,65 1,75
9 1,64 2,69 1,75
10 1,98 2,1 1,75
11 1,2 0,67 1,75
12 2 1,2 1,75
13 1,64 1,5 1,75
14 1,74 1,9 1,75
15 2,1 1,95 1,75
16 2,12 1,65 1,75
17 2,08 1,1 1,75
18 1,22 1,8 1,75
19 1,96 2,6 1,75
20 1,28 1,6 1,75
21 1,7 1,83 1,75
22 1,66 1,89 1,75
23 1,78 2,3 1,75
24 1,78 1,54 1,75
25 1,84 1,65 1,75
26 1,2 2,3 1,75
27 1,3 1,2 1,75
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i Diâmetro (m) Altura (m) Volume específico( m
3
ton )
28 2 1,4 1,75
29 2,2 2 1,75
30 2,3 1 1,75
31 1,5 1,2 1,75
32 1,4 2 1,75
33 1,38 0,65 1,75
34 1,64 2,69 1,75
35 1,98 1,1 1,75
36 1,2 0,67 1,75
37 2 1,2 1,75
38 1,64 1,5 1,75
39 1,74 1,9 1,75
40 2,1 1,95 1,75
41 2,12 1,65 1,75
42 2,08 1,1 1,75
43 1,22 2,5 1,75
44 1,96 2,6 1,75
45 1,28 1,6 1,75
46 1,7 1,83 1,75
47 1,66 1,89 1,75
48 1,78 2,3 1,75
49 1,78 1,54 1,75
50 1,84 1,65 1,75
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Tabela A.2: Tabela com valores utilizados no segundo teste
i Diâmetro (m) Altura (m) Volume específico( m
3
ton )
1 2 2,449 1,5
2 1,6 2,430 1,3
3 2,3 2,470 1,75
4 1,8 2,476 1,6
5 2,01 2,490 1,55
6 1,82 2,431 1,45
7 1,75 2,503 1,35
8 1,68 2,511 1,4
9 1,99 2,509 1,7
10 2,35 2,435 1,65
11 2 2,508 1,5
12 1,9 2,490 1,3
13 1,95 2,585 1,75
14 1,89 2,401 1,6
15 1,85 2,583 1,55
16 1,8 2,510 1,45
17 1,63 2,503 1,35
18 1,7 2,578 1,4
19 1,65 2,558 1,7
20 1,98 2,518 1,75
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